100 


■o 


■CD 


00 


1 


Lehrbuch 

der 

ProjektiYischen  (neueren)  Geometrie 

(Synthetische  Geometrie,  Geometrie  der  Lage). 


Erster  Teil: 

Elemente  und  Grundgebilde.  Projektivität.  Dualität. 

Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den 
Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben. 

Mit  361  EMrüDgen  nnd  97  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 


Für  das  Selbststudium  und  zum  Gebrauche  an  Lehranstalten 

bearbeitet  von 

Prof.  Dr.  J.  Sachs. 


■^®-s- 


Stuttgart. 

Verlag   von  Julius  Maier. 
1900. 


6«.\ 


Druck  der  Stuttgarter  Vereins-Buchdruckerei. 


Tor  wort 


Ziemlich  genau  hundert  Jahre  sind  verflossen,  seit  die  Grundlagen  einer 
..neueren''  Auffassungsweise  der  geometrischen  Beziehungen  an  die  Oeffentlichkeit 
getreten  sind.  Ihre  hohe  Bedeutung  in  ästhetischer  sowie  besonders  in  päda- 
gogischer Hinsicht,  die  Einfachheit  und  Klarheit  neben  strengster  Folgerichtig- 
keit des  Aufbaues  verschafi'ten  der  Methode  rasche  Verbreitung,  und  noch  ist 
dieser  jüngste  Zweig  der  geometrischen  Schulwissenschaften  in  steigendem  An- 
sehen begriffen. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  bietet  eine  Behandlung  dieses  Stoffes  entsprechend 
der  Ausdehnung,  welche  demselben  in  den  obersten  Klassen  unserer  neun-  oder 
zehnklassigen  Lehranstalten  zugemessen  werden  kann.  In  erster  Reihe  ist  die 
rein  geometrische  Methode  dui'chgeführt :  jedoch  folgt  auf  jeden  geometrischen 
Abschnitt  in  besonderem  Kapitel  die  Erörterung  derjenigen  Massbeziehungen, 
welche  durch  metrische  Behandlung  des  gleichen  Gegenstandes  aufgefimden 
werden.  Dadurch  ermöglicht  das  Buch  beim  Selbststudium  die  Kenntnisnahme 
von  den  beiderlei  Auffassungsweisen,  welche  dieses  Fach  bei  verschiedenen 
Autoren  gefunden  hat,  und  als  Hilfsbuch  neben  dem  Unterricht  kann  es 
bei  jeder  Art  des  Lehrganges  mit  Erfolg  gebraucht  werden. 

Ausser  dem  eigentlichen  Lehrtexte  des  Buches  findet  man  eine  äusserst 
reichhaltige  Sammlung  von  Aufgaben,  die  den  Studierenden  zur  selbständigen 
Thätigkeit  anregen  und  dem  Unterrichtenden  ein  besonders  willkommenes  Hilfs- 
mittel darbieten.  Die  gi'osse  Mehrzahl  der  Aufgaben  ist  vollständig  gelöst;  aber 
auch  zu  den  ungelösten  Aufgaben  wird  das  Ergebnis  am  Schlüsse  des  Buches 
in  knappen  Umrissen  angegeben. 

Möge  der  Versuch ,  dem  neuen  Gegenstande  erstmals  eine  so  ausführliche 
schulgemässe  Darstellung  zu  widmen,  eine  freundliche  Aufnahme  finden. 

Baden-Baden,  Mai  1900. 

J.  Sachs. 
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Elemente  u.  Grundgebilde.  Projektivität.  Dualität. 

I.  lieber  das  Wesen  der  projektivischen  Geometrie  und  ihre  Bezieliungen 
zu  den  andern  Teilen  der  Geometrie. 

Frage  1.     Welche  Benennungen 
fülii't  der  vorliegende  Zweig  der  Geo-       Antwort.     Der  vorliegende   Zweig 
°^^  der  Geometrie   führt   verschiedene   Be- 

nennungen, nämlich  neuere  (moderne) 

Erkl.l.     Dass  die  neuere  Geometrie   mit  Qg^j^^etr'ie,      synthetische     Geo- 
so  verschiedenen  >amen  bezeichnet  wird,  hegt  ,    .  •    i  /•    •      i       /-.  ^    • 

daran,  dass  durch  verschiedene  Bearbeiter  der-  metrie,    projektlVlSChe  Geometrie, 

selben  auch  verschiedene  Gesichtspunkte  Geometrie    der    Lage,    WOhl    auch 

als  wesentliche  Unterscheidungsmerkmale  reine   (absolute)  Geometrie,    nicht- 

von  der  sonstigen  Geometrie  hervorgehoben  und  euklidische    Geometrie,    oder    kon- 
deshalb  zur  ^amengebung  verwendet  wurden.      ,       ,  .  .         ,      .  v^  '   ^  ,-^  ?    • 

Man  vergleiche  hiezu  Frage  2  bis  9  und  Erkl.  2  Struktive    (zeichnende)   Geometrie, 

bis  16.  

Frage  2.    Woiin  liegt  die  Berech- 
tigung   der   Benennung   als    „neuere  Antwort.  Die  Benennung  als  neuere 
Geometrie-' .  Geometrie  oder  moderne  Geometrie 

bildet  den  Gegensatz  zum  Namen  der 

Erkl.  2.    Die  Anfangsgründe  der  Plaui-  seit  Jahrhunderten,  ja  seit  Jahrtausenden 

metrie   und   Stereometrie   gehen   zurück  gebräuchlich     gewesenen     BehandlungS- 

bis  auf  die  gelehrte  Thätigkeit  der  Aegypter  mgthode    der    Geometrie      welche    dem 

m   den   Jahren   um  2000  vor  Chr.     Die   be-  "'*^^""^^    uer    vjeomeine,    weicne    aem 

kannteste  und  als  klassisch  zu  betrachtende  zu-  g^g^nuber     als     altere    Geometrie, 

sammenfassende    Darstellung     erfuhren     diese  antike  Geometrie,    auch  Geometrie 

beiden  geometrischen  Disziplinen  um  300  V.  Chr.  der    Alten    oder    Euklidische    Geo- 

durch  den  griechischen  Mathematiker  Euklid  «letrie    bezeichnet    wird        Dpr    Xattip 

in  Alexandria.    PZtwa  150  Jahre  später  war  für  "^^''^l^     oezeicnnei    Wira.       Ver    .^ame 

die  Trigonometrie  gleicher  Abschluss  er-  neuere    Geometrie    ist    also    eine    rem 

reicht  durch  Ptolemäus.  —  Dagegen  stammen  historische  Bezeichnung  und  erinnert 

die  ersten  Anfänge  der  neueren  Geometrie  daran,  dass  dieser  heute  knapp  hundert 

aus   den   allerletzten   Jahren    des   achtzehnten  johi^    oUo    ytrT^;«.    a^^   n^^r....*^;^    ,;k«,. 

Jahrhunderts;  und  die  dafür  klassischen  Werke  'i^'"\^r     ^^"^     •       Geometrie    über 

eines  Steiner  und  V.  Staudt  erschienen  erst  1832  3000  Jahre  junger  ist,    als  die  frühere 

und  1847.  Geometrie. 


>aelis,  Piuj«'ktivische  (neuere)  Geoim-tritv    I.  Teil. 
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Frage  3.  Was  bedeutet  die  Be- 
zeiclinimg'  als  synthetische  Geo- 
metrie? 


Erkl.  3.  Es  erscheint  nicht  angängig,  den 
Unterschied  der  s\'nthetischen  und  analytischen 
Geometrie  in  dem  Sinne  aufzufassen,  welchen 
die  Logik  mit  diesen  beiden  Begriffen  verbindet: 
„Im  synthetischen  Urteil  wird  der  voraus  ge- 
gebene Begriff  um  ein  neues,  noch  nicht  in  ihm 
enthaltenes  Merkmal  erweitert;  im  analytischen 
Urteil  wird  ein  in  ihm  schon  enthaltenes  Merk- 
mal herausgehoben."  Nach  dieser  Auffassung 
wäre  fast  eher  die  synthetische  Geometrie  als 
durch  analytisches  Verfahren  aufgebaut  zu  be- 
trachten und  umgekehrt  die  analytische  Geo- 
metrie durch  synthetisches, 

Erkl.  4.  Schon  eher  würde  vielleicht  die 
andere  Unterscheidungsweise  Anwendung  finden 
können,  wonach  man  als  synthetisches  oder 
deduktives  Verfahren  das  Fortschreiten  vom 
Allgemeinen  zum  Besondern,  als  analytisches 
oder  induktives  Verfahren  das  Fortschreiten 
vom  Besondern  zum  Allgemeinen  versteht.  Doch 
muss  ausdrücklich  betont  werden,  dass  in  diesem 
Sinn  nicht  nur  in  der  neueren  Geometrie,  sondern 
auch  in  den  übrigen  Zweigen  der  Geometrie,  ja  in 
allen  Disziplinen  der  Mathematik  überhaupt  für 
einzelne  Fälle  je  nach  Bedürfnis  bald  die  eine, 
bald  die  andere  dieser  beiden  Methoden  fort- 
während nebeneinander  zur  Anwendung  ge- 
bracht wird. 


Antwort.  Der  Name  synthetische 
Geometrie  bezeichnet  hauptsächlich 
den  Gegensatz  zur  analytischen 
Geometrie.  Während  die  letztere  mit 
gewissen  von  den  Figuren  abgenomme- 
nen Zahlengrössen  (besonders  den  Koor- 
dinaten) algebraische  Eechnungs- 
operationen  vornimmt  und  dann  solche 
auf  algebraischem  Wege  gefundenen 
Ergebnisse  wieder  rückwärts  in  die  geo- 
metrische Anschauungsweise  über- 
trägt, —  so  arbeitet  die  synthetische 
Geometrie  mit  den  geometrischen 
Gebilden  selbst  und  findet  neue 
Eigenschaften  der  Figuren  durch  rein 
geometrische  Behandlung  derselben. 


Erkl.  5.  In  der  höheren  Mathematik  ist  es 
gebräuchlich  geworden,  mit  dem  Namen  Ana- 
lysis  überhaupt  alle  diejenigen  Fächer  dieser 
Wissenschaft  zu  bezeichnen,  welche  sich  der 
Rechnungsoperationen  mit  Formeln  und  Glei- 
chungen bedienen,  ganz  besonders  die  mit  den 
veränderlichen  Grössen  arbeitenden  Disziplinen. 
Dem  gegenüber  gilt  dann  als  synthetisch 
jede  zeichnende  Methode,  also  alle  geometrischen 
Fächer  überhaupt. 


Frage  4.  Was  besagt  die  Benennung 
als  projektivische  Geometrie? 


Erkl.  6.  Man  kann  die  Euklidische  Geo- 
metrie auffassen  als  Untersuchung  derjenigen 
Eigenschaften  der  Figuren,  welche  unverändert 
bleiben  bei  den  Transformationen  der  Be- 
wegung und  Spiegelung  (gleich-  und  un- 
gleichwendige Kongruenz)  und  der  Aehnlich- 
ikeit  (Proportionalität):  In  beiden  Fällen  bleibt 
Unendlichfernes  auch  stets  unendlich  fern.  — 
An  Stelle  dieser  Transformation  tritt  nun  als 
Grundlage  der  projektivischen  Geometrie  die 
Transformationsgruppe  der  Projektion.  Die- 
selbe ist  bedeutend  weiter  als  die  beiden  vorigen, 
umfasst  beide  als  ganz  spezielle  Fälle  in  sich 
und  zeigt  z.  B.  als  ein  wesentliches  Unter- 
scheidungsmerkmal, dass  der  Begriff  des  Un- 
endlichfernen seine  konstant  bleibende  Aus- 
nahmestellung fast  völlig  verliert. 


Antwort.  Die  Benennung  als  pro- 
jektivische Geometrie  (oder  auch 
projektive  Geometrie)  bezeichnet  im  be- 
sondern das  Hilfsmittel,  wodurch  diese 
moderne  Behandlungsweise  neue  Eigen- 
schaften der  Figuren  auffindet,  nämlich 
die  Projektion.  Man  kann  daher  auch 
sagen,  diese  Geometrie  studiere  diejenigen 
Eigenschaften  der  geometrischen  Gebilde, 
welche  bei  der  Projektion  der  Figuren 
unverändert  erhalten  bleiben. 
[In  diesem  Sinn  ist  die  projektivische 
Geometrie  zusammen  mit  der  darstel- 
lenden Geometrie  und  der  Lehre  von 
der  Projektion  (Schattenlehre)  allen 
andern  Zweigen  der  Geometrie  gegen- 
übergestellt.] 
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Frage  5.  Was  wird  ausgedrückt 
durch    die  ^Bezeichnung    Geometrie       Antwort.      Durch    die    Benennung 

der  Lage,  Geometrie  der  Lage  wird  der  be- 
sondere   Gegensatz    ausgesprochen    zur 

^  ,^''."'J*  Ein  unentbehrliches  Hilfsmittel  der  Geometrie  des  Masses.    Die  Geo- 
Euklidischen  Geometrie  ist  z.  B.  das  Halbieren         j.  •      j        t  i,i.    i    •       i   •    n 

von  Strecken  oder  Winkeln,  das  Fällen  einer  Metrie   der  Lage   macht   keinerlei  Ge- 

Senkrechten  u.  s.  w.,  wie  solche  Begriffe  auf-  brauch  von  dem  Begriff  des  Masses,  sei 

treten    bei    kongruenter    Verschiebung    einer  es  bei  Strecke  oder  Winkel,  bei  Fläche 

Eaumgrösse   auf  eine   benachbarte      In   der  oder  Körper.    W^ährend  die  EukMische 

Geometrie   der   Lage   bleibt    dies   alles    ausser  ^^  j.  •         m  •  x  •         j  ^ 

dem  Gebiet  der  Betrachtung.   Wenn  überhaupt  Geometrie,    Trigonometne    oder   analy- 

einmal  im  Grenzgebiete  vom  Mittelpunkt  einer  tische  Geometrie  fast  nur  auf  Beziehun- 

Strecke  oder  Kurve  die  Eede  ist,  so  ist  die  gen  der  Grösse  selbst  oder  der  Grössen- 

EoUe  dieses  Mittelpunktes  gewissermassen  die  ygrhältnisse  verschiedener  Eaumgebüde 

eines  Grenzfalles  besonderer  Art,   etwa  gerade  ,        ,  -jj-/-.  ^-jx 

so,  wie  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  einer  beruhen,  SO  WU'd  die  Geometrie  der  Lage 

Geraden  als  uneigentlicher  Punkt  nicht  gerade  aufgebaut  auf  ausschliesslichen  Betrach- 

von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  bleiben  darf,  tungen    der    gegenseitigen     Lage    der 

aber  nur  als  vereinzelter  besonderer  Fall  gilt.  FigurenteÜe,  z.  B.  dass  Punkte  auf  Ge- 

Erkl.  8.    Der  Berührungen  zwischen  der  raden  liegen,  dass  Gerade  durch  Punkte 

Geometrie   der  Lage   und  des  Masses  sind   es  gehen    U.  S.  W.     Solche  Ergebnisse    der 

selbstverständlich  sehr  viele :  ja  man  hat  einen  Massgeometrie ,     welche     ebenfalls     nur 

grossen  Teil  der  Betrachtungsweisen  der  ersteren  derartige  Beziehungen  enthalten,  werden 

auch  mit  den  Mitteln  der  Rechnung  und  der  ,  ,  ^     ■,    •  -,       t^..  i_  1  ..  • 

algebraischen  Operationen  behandelt.    Jedoch  daher  als  beiden  Fächern  angehorig  an- 

muss  dabei  der  völlig  selbständige  Cha-  zusehen  sein,  SO  z.  B.  Eigenschaften  der 

rakter  der  Geometrie  der  Lage  durchaus  Figuren   am  Kreise,    bei   welchen   die 

gewahrt  bleiben:   denn  der  studierende  wird  Mittelpunktseigenschaften    des    Kreises 
zu  ganz  falscher  Vorstellung  von  diesem  neuen  ^     i.-   1.,  •,  t-        -,    ^    1^  t-  n    ^ 

Fache  geführt,  wenn  in  ihm  der  Anschein  er-  ausser  acht  bleiben.    Umgekehrt  liefert 

weckt  wird,  als  wäre  dasselbe  etwa  ein  letztes  aber  auch  die  Geometrie  der  Lage  die 

gleichartiges  Kapitel  der  Planimetrie.    Vielmehr  Gelegenheit,    in    einer    Art    VOn    Grenz- 

^:l:£turG'^:i:^^i;i:^rl^^^l  f?«^'   t'^  ^'^  Massgeometrie   a.ge- 

Betrachtungsweisen  sich  wertvolle  Fortschritte  hongen  Ergebnisse  aulzulmden. 
und  Erweiterungen  ermöglicht. 

Erkl.  9.  Tm  dem  Studierenden  Ge- 
legenheit zu  geben,  beide  Betrach- 
tungsweisen kennen  zu  lernen,  werden 
im  folgenden  jeweils  nach  einem  geome- 
trischen Abschnitt  diejenigen  Massbe- 
ziehungen in  besonderem  Abschnitt  er- 
örtert werden,  welche  durch  metrische 
Behandlungsweise  des  gleichen  Gegen- 
standes aufgefunden  werden. 


Frage  6.    Was  besagen  die  Namen 
reine  Geometrie,  nicht-Euklidische 

Geometrie,  zeichnende  Geometrie?       Antwort.      Die    Benennungen    als 

reine   oder   absolute  Geometrie, 

Erkl.  10.  Die  hier  genannten  Bezeichnungs-  n  ich  t-E  ukl  idis  ch  e  Geometrie, 
weisen  der  neueren  Geometrie  sind  keine  so  zeicnnende  Oder  konstruktive 
ausschliesslichen  wie  die  vorhergehenden:  als  Geometrie  bezeichnen  ebenso  wie  die- 
konstruktive  Geometrie  wird  auch  die  jenige  der  Geometrie  der  Lage  den  Gegen- 
JeSpinPt    .k'Th^l'i.Z^  .l'/itfiffl^'  satz  der  neueren  Geometrie  zui- Geometrie 

bezeicnnet;    als    absolute    oder   als    nicht-    ,       t.,  m    j-  ■        r^ 

Euklidische  Geometrie  werden  auch  solche  des  Masses,  weil  diese  reme  Geometne 
Behandlnngs weisen  der  Planimetrie  bezeich-   nur  wirkliche  geometrische,    also  zeich- 
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net,  welche  von  der  Euklidischen  Geometrie  nxir 
in  der  Auffassung  der  Parallelentheorie  ab- 
weichen. Die  Begründer  derselben:  Gauss, 
Bolyai,  (Frischauf),  Lobatschewsky,  wollten  die 
Möglichkeit  eines  Systems  der  Geometrie  dar- 
thun,  für  welches  von  dem  sog.  elften  Axiom 
(oder  fünften  Postulat)  des  Euklid  Abstand  ge- 
nommen würde,  dass  nämlich  bei  Gleichheit  kor- 
respondierender Winkel  ein  Schneiden  der  Schen- 
kel nicht  (oder  erst  in  einem  unendlich  fernen 
Punkte)  stattfinde. 


nende  Betrachtungen  der  Figuren  oder 
nur  rein  räumliche  Behandlungsmethoden 
anwendet,  ohne  diese  mit  irgend  welchen 
rechnenden  (metrischen)  Operationen  zu 
verbinden.  Letzteres  ist  aber  nicht  zu 
vermeiden  bei  der  Euklidischen  Behand- 
lung der  Geometrie. 


Frage  7.  In  welcher  Beziehung  steht 
die  projektivische  (reometrie  zur 
Planimetrie  und  Stereometrie? 


Erkl.  11.  Demselben  Urteil  über  die  neuere 
Geometrie  gibt  ein  anderer  Autor  folgenden 
Ausdruck:  „Euklid  hat  einst  seinem  Könige 
Ptolemäus,  der  das  mühsame  Studium  der 
„Elemente'  abschreckend  fand,  mit  dem  ganzen 
Stolze  eines  Gelehrten  erwidert:  „Es  gibt  keinen 
Königs  weg  zur  Mathematik."  —  In  einem  höheren 
Sinne  des  Wortes  ist  die  neuere  Geometrie  dieser 
Königsweg!"    (Hankel,  1875.) 


Erkl.  12.  Trigonometrische  Betrach- 
tungen treten  in  der  projektiven  Geometrie  gar 
nicht  auf;  wohl  aber  findet  Trigonometrie  Ver- 
wendung zur  metrischen  Behandlungsweise 
mancher  projektivischen  Beziehungen,  z.  B.  der 
Winkelteilnng  durch  einen  Strahl. 


Antwort.  Die  projektivische  Geo- 
metrie beschränkt  sich  nicht  auf  die 
Behandlung  der  ebenen  räumlichen  Ge- 
bilde, vielmehr  umfasst  sie  planimetrische 
und  stereometrische  Betrachtung  der  Fi- 
guren in  gleicher  Weise  nebeneinander. 
Aber  der  Gesichtspunkt  ist  ein  viel  all- 
gemeinerer als  derjenige  der  gewöhn- 
lichen ebenen  und  räumlichen  Geometrie 
und  führt  mit  einem  Schlage  in  Gebiete, 
deren  Behandlung  in  jenen  Fächern  erst 
auf  sehr  vorgeschrittener  Stufe  ermög- 
licht wird.  „  Die  neue  Auffassungsweise 
bringt  Ordnung  in  eine  grosse  Menge 
solcher  Sätze  und  Aufgaben  der  Geo- 
metrie, welche,  nach  den  bisherigen 
Vorschriften  gelöst,  als  ein  Heer  von 
auseinandergerissenen  Eigentümlichkei- 
ten erscheinen."    (Steiner,  1832.) 


Frage  8.  Wie  steht  die  synthe- 
tische Geometrie  der  analytischen 
gegenüber? 

Erkl.  13.  Durch  Autoren  wie  Plücker  und 
Clebsch  hat  sich  die  analytische  Geometrie  wirk- 
lich auch  die  synthetischen  Betrachtungsweisen 
angeeignet  und  ist  zu  einem  auf  beiden  Me- 
thoden aufgebauten  System  entwickelt  worden. 
—  In  manchen  Lehranstalten  wird  keine  pro- 
jektivische, sondern  nur  analytische  Geometrie 
in  der  obersten  Klasse  behandelt.  Dem  gegen- 
über darf  doch  festgestellt  werden,  dass  einer- 
seits der  projektivischen  Geometrie  ein  höherer 
pädagogischer  Wert  zukommt,  und  dass 
andererseits  für  die  Koordinatengeometrie  der 
Funktionsbegriff  kaum  so  schulgemäss  behandelt 
werden  kann,  als  für  eingehende  Behandlung  der 
analytischen  Geometrie  erforderlich  wäre. 

Erkl.  14.  Die  Unterscheidung  zwischen  den 
beiden  Fächern  gibt  Thomae  (1894)  mit  folgenden 
Worten:  „Dass  die  messende  Geometrie,  ins- 
besondere die  analytische  Geometrie,  der  reinen 


Antwort.  Synthetische  und  analy- 
tische Geometrie  führen  vielfach  zu  den 
gleichen  Ergebnissen  auf  ganz  verschie- 
denen Wegen.  Nach  Steiner  macht  weder 
die  synthetische  noch  die  analytische 
Methode  den  Kern  der  Sache  aus;  er 
findet  es  begreiflich,  dass  alle  hier 
synthetisch  entwickelten  Resultate  sich 
natürlicherweise  auch  durch  analytische 
Hilfsmittel  auffinden  lassen.  Daher  hat 
man  diese  beiden  Zweige  als  gleich- 
berechtigt nebeneinanderstehende 
anzusehen. 


Ueber  das  Wesen  der  projektivischen  Geometrie*  und  ihre  Beziehungen  etc. 

projektiven  Methode  überlegen  ist,  kann  nicht 
geleugnet  werden.  Sie  gebietet  eben  nicht  nur 
über  die  Hilfsmittel  der  letzteren,  sondern  be- 
dient sich  auch  noch  des  ganzen  Apparates,  den 
algebraische  und  analytische  Forschungen  ihr 
bereit  stellen.  Anders  gestaltet  sich  die  Wert- 
schätzung vom  ästhetischen  Gesichtspunkte. 
Das  mathematisch-ästhetische  Gefühl  ist  erst 
dann  völlig  befriedigt,  wenn  ein  zu  erbringender 
Beweis  nur  mit  den  für  ihn  gerade  notwendigen 
Hilfsmitteln  geführt  ist.  Die  Lehrsätze  der  pro- 
jektiven Geometrie  sind  von  Massverhältnissen 
unabhängig,  die  Beweise  für  ihre  Lehrsätze 
befriedigen  uns  vollkommen  erst  dann,  wenn 
sie  rein  projektiv  erbracht  sind."*  — 


Frage  9.  Welches  ist  der  wichti^te 
Unterschied  bei  den  Konstruktions- 
welsen der  synthetischen  und  der 
Euklidischen  Geometiie? 


Erkl.  15.  Der  Massstab  setzt  ohne  weiteres 
den  Begriff  des  Masses  voraus :  beim  Gebrauch 
des  Zirkels  besteht  aber  dieselbe  Voraussetzung, 
denn  das  Zeichnen  eines  Kreises  ist  ja  die 
Drehung  einer  Strecke,  welche  dabei  dieselbe 
Mass  grosse  beibehalten  muss.  Man  hat  auch 
in  der  Planimetrie  sehr  bemerkenswene  L'nter- 
suchungen  angestellt,  wie  geometrische  Kon- 
straktionen auszuführen  sind  mittels  der  geraden 
Linie  und  eines  festen  Kreises.  (Steiner,  1833.) 

Erkl.  16.  Man  pflegt  im  allgemeinen  solche 
Aufgaben,  die  bloss  mit  Lineal  gelöst  wer- 
den können,  als  elementare  oder  als  lineare 
zu  bezeichnen,  auch  als  Aufgaben  vom  ersten 
Grade,  weil  deren  analytische  Einkleidung  auf 
Gleichungen  ersten  Grades  führt  (daher  auch 
umgekehrt  Gleichungen  vom  ersten  Grade  als 
lineare  Gleichungen  bezeichnet  werden).  Auf- 
gaben, zu  deren  Konstruktion  das  Lineal  allein 
nicht  ausreicht,  tind  welche  dann  auch  in  ana- 
lytischer Einkleidung  auf  Gleichungen  höheren 
Grades  fuhren,  sind  demnach  als  Aufgaben 
höheren  Grades  anzusehen.  Es  entspricht  also 
dem  in  Erkl.  14  angegebenen  Ziele,  dass  sich 
die  projektivische  Geometrie  die  Aufgabe  stellt, 
keine  lineare  Aufgabe  anders  als  durch  das 
Lineal  allein  zur  Lösung  zu  bringen.       


Autwort.  Der  bemerkenswerteste 
Unterschied  zwischen  den  Konstruktions- 
weisen der  neueren  und  der  alten  Geo- 
metrie ist  der,  dass  die  erstere  fast  aus- 
schliesslich das  Lineal  allein  zu  ihren 
Konstruktionen  benützt,  wähi'end  die 
letztere  neben  dem  Lineal  den  Mass- 
stab und  den  Zirkel  in  ausgiebigster 
Weise  verwendet.  Xui-  bei  Aufgaben 
höherer  Ordnung  wird  das  Vorhanden- 
sein einer  einzigen  wii'klich  vollstän- 
dig gezeichneten  Kiu've  vorausgesetzt, 
was  etwa  einer  einzigen  und  einmaligen 
Benützung  des  Zirkels  gleichzuachten 
wäre. 


Frage  10.  Welche  Vorkenntnisse 
sind  zum  Studium  der  projektivischen 
Geometrie  erforderlich? 

Erkl.  17.  Von  grossem  Nutzen  ist  hier  wie 
in  allen  geometrischen  Fächern  die  Fähigkeit, 
schriftlich  Gelesenes  oder  mündlich  Gehörtes  sich 
auch  räumlich  vorzustellen:  Sonst  aber  wird  in 
der  Entwicklung  der  Geometrie  der  Lage  keiner- 
lei Hilfe  benützt.  Nur  in  den  beigefügten  metri- 
schen Betrachtungen  kommen  die  Hilfsmittel  der 


Antwort.  Vorkenntnisse  sind  zum 
Studium  der  projektivischen  Geometrie 
in  keinerlei  Weise  erforderlich. 
Denn  ausgehend  von  den  einfachsten 
Grundbegriffen  von  Punkt,  Gerade  und 
Ebene  baut  sie  ihre  Betrachtungen  auf 
als  ein  vollkommen  in  sich  abgeschlos- 
senes Ganze   ohne  Hereinziehung  oder 
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Planimetrie  und  Stereometrie,  ausnahmsweise  Benützung  irgend  welcher  fremden  Hilfs- 
auch  der  Trigonometrie  zur  Anwendung.  Je-  jjjif+e] 
doch  kann  der  synthetische  Aufbau  des  Ganzen 
auch  unter  völliger  Auslassung  dieser  Teile  voll- 
kommen verstanden  werden,  indem  niemals  das 
geometrische  Fortschreiten  auf  diese  metrischen 
Beziehungen  gestützt  wird. 


2.  lieber  die  „Elemente"  und  die  „Grundgebilde"  der  projektivischen  Geometrie. 


Frage  11.  Was  versteht  man  unter 
Elementen  und  was  unter  Grund- 
gebilden der  projektivischen  Geo- 
metrie? 

Erkl,  18.  Während  in  Planimetrie  und 
Stereometrie  Gerade  und  Ebene  nur  als  die 
Gesamtheit  ihrer  Punkte  aufgefasst  werden, 
so  hat  man  in  der  projektivischen  Geometrie 
jedes  dieser  Elemente  auch  als  selbständiges 
Element  vorzustellen.  Im  Sinne  der  gewöhn- 
lichen Auffassung  würde  die  Gerade  neben- 
stehend als  besonderer  Fall  einer  Punkt- 
reihe, die  Ebene  als  ebenes  System,  d.  h. 
je  als  Gebilde  statt  als  Element  vorgestellt 
werden. 

Erkl.  19.  Ein  Element  ist  ein  einzelnes 
Ding,  dem  keine  Bestandteile  iind  keine  Mannig- 
faltigkeit, keine  Mächtigkeit  zugeschrieben  wer- 
denkann;  ein  Grundgebilde  dagegen  ist  eine 
Gesamtheit  von  Elementen  einfachster  Art, 
es  ist  von  ein-,  zwei-  oder  dreifacher  Aus- 
dehnung („Stufe"),  es  ist  eine  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  einfach,  zweifach  oder 
dreifach  unendlich  vielen  Elementen. 


Antwort.  Die  Elemente  der  pro- 
jektivischen Geometrie  sind  folgende 
drei: 

1.  der  Punkt, 

2.  die  Gerade  oder  der  Strahl, 

3.  die  Ebene. 

Die  Grundgebilde  der  projektivischen 
Geometrie  sind  folgende  sechs,  nämlich 
drei  von  der  ersten  Stufe  (Dimension): 

1.  die  Punktreihe  (I.  Ordnung), 

2.  der  Strahlenbüschel 
(I.  Klasse), 

3.  der  Ebenenbüschel 
(I.  Klasse) ; 

zwei    von    der    zweiten    Stufe 
mension): 

4.  das  ebene  System, 

5.  der    Strahlenbündel    oder 
Ebenenbündel; 

und  eines  von  der  dritten  Stufe  (Di- 
mension): 

6.  das  räumliche  System. 


(Di- 


Frage  12.    AVas  ist  über  den  Punkt 
zu  sagen? 


Erkl.  20.  Je  nachdem  ein  Punkt  betrachtet 
wird  als  Element  eines  ein-,  zwei-  oder  drei- 
dimensionalen Gebildes  (Linie,  Fläche,  Raum) 
sagt  man,  es  gebe  einfach  unendlich  viele  ( oo), 
zweifach  unendlich  viele  (oo2)  oder  dreifach 
unendlich  viele  ( ooS)  Punkte.  Damit  überein- 
stimmend ist  das  „Herumgehen"  rings  um  einen 
Punkt  in  der  Ebene  auf  eine  Art,  im  Raum 
auf  beliebig  viele  Arten  möglich;  auf  einer 
Linie  dagegen  trennt  der  Punkt  völlig  die 
benachbarten  Punkte  in  je  einen  Teil  auf  der 
einen  und  auf  der  andern  Seite  ab. 

Erkl. 21.  Bestimmt  wird  ein  Punkt  durch 
zwei  schneidende  (gerade  oder  krumme)  Li- 
nien als  ihr  Schnittpunkt,  oder  durch  drei  schnei- 


Antwort.  Der  Punkt  ist  in  der 
projektivischen  Geometrie  genau  ebenso 
wie  in  der  Planimetrie  oder  Stereome- 
trie ein  im  Räume  gedachter  Ort,  eine 
bestimmte  Stelle  im  Räume  ohne  jeg- 
liche Ausdehnung,  so  dass  in  ihm 
selbst  irgend  welche  Ortsverschiedenheit 
nicht  vorhanden  ist.  Man  kann  also 
durch  den  Punkt  hindurchgehen  oder 
rings  um  den  Punkt  herumgehen,  nicht 
aber  im  Punkt  selbst  eine  oder  andere 
Seite  unterscheiden. 

In  den  Figuren  werden  Punkte 
bezeichnet  durch  grosse  Buchsta- 
ben, und  dementsprechend  bei  Notwen- 


Teber  die  „Elemente"  und  die  „Grnndgebilde"  der  projektivischen  Geometrie. 


dende  (ebene  oder  krumme)  Flächen  als  deren 
gemeinsamer  Schnittpunkt:  denn  Inder  dritten 
fläche  wird  sowohl  durch  die  erste  als  durch 
die  zweite  je  eine  Schnittlinie  bestimmt,  und 
diese  beiden  in  der  gleichen  Fläche  liegenden 
Schnittlinien  bestimmen  wieder  den  Punkt  als 
Schnittpunkt. 


dig-keit  der  Bezifferung  durch  grosse 
römische  Ziffern. 

Jede  Zeichnung  eines  Punktes  ist 
kein  wirklicher  Punkt,  denn  man  kann 
ihn  nicht  ohne  Ausdehnung  zeichnen, 
vielmehr  nur  durch  einen  wenn  auch 
noch  so  kleinen  Kreis  (oder  ein  Kreuz) 
andeuten. 


Frage  13.    Was  gilt  von  d^r  Ge- 
raden als  Element? 


Erkl.  22.  Für  die  Anzahl  von  Geraden  ist 
die  Unterscheidung  der  Diraensionenzahl  nicht 
mehr  so  einfach,  wie  für  den  Punkt.  Es  gibt 
nämlich  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene 
einfach  unendlich  viele  Strahlen:  in  der  gan- 
zen Ebene  und  ebenso  auch  durch  einen 
Punkt  im  Raum  zweifach  unendlich  viele 
Strahlen,  in  unserem  ganzen  Raum  aber  gibt 
es  vierfach  unendlich  viele  Strahlen;  eine  drei- 
fach unendliche  Mannigfaltigkeit  bildet  schon 
die  Gesamtheit  der  durch  eine  gegebene 
Gerade  im  Raum  gehenden  Strahlen 
(vergl.  Erkl.  53). 

Figur  1. 


Erkl.  23.  Bestimmt  wird  eine  Gerade 
durch  zwei  Punkte  als  deren  Verbindungs- 
gerade oder  durch  zwei  Ebenen  als  deren 
Schnittgerade.  Zwei  verschiedene  geraden  Li- 
nien können  einander  nur  in  einem  Punkte 
schneiden.  Denn  wenn  zwei  Gerade  zwei  Punkte 
gemeinsam  haben,  so  müssen  sie  völlig  zu- 
sammenfallen, da  ja  durch  zwei  Punkte  nur 
eine  einzige  Gerade  möglich  ist. 


Antwort.  Die  gerade  Linie  oder 
der  Strahl  als  Element  in  der  projek- 
tivischen Geometrie  gilt  nicht  als  Ge- 
samtheit der  in  ihr  enthaltenen  Punkte, 
sondern  als  einheitliches,  selljständiges 
Raumelement  von  unendlicher  Länge,  aber 
ohne  jede  Breite  oder  Dicke.  Man  kann 
also  längs  der  Geraden  in  je  einer  ein- 
zigen Richtung  hin-  oder  herlaufen,  und 
man  unterscheidet  an  der  Geraden  in 
der  Ebene  zweierlei  Seiten  oder  Ufer. 

In  den  Figuren  werden  Gerade 
bezeichnet  durch  kleine  Buchsta- 
ben und  dementsprechend  bei  Notwen- 
digkeit der  Bezifferung  dui'ch  kleine 
arabische  Ziffern. 

Jede  Zeichnung  einer  Geraden  ist 
keine  wirkliche  Gerade ;  denn  man  kann 
sie  nicht  ohne  Breite  (und  Dicke)  zeich- 
nen, vielmehr  nur  durch  einen  wenn 
auch  noch  so  schmalen  Streifen  andeu- 
ten —  und  ganz  abgesehen  davon,  kann 
auch  die  unendliche  Länge  der  Geraden 
nie  auf  einer  Zeichnung  wiedergegeben 
werden. 


Frage  14.    Was  ist  die  Ebene  als 
Element? 


Erkl.  24.  Die  Anzahl  aller  möglichen  Ebenen 
ist  dreifach  unendlich.  Es  gibt  nämlich  einfach 
unendlich  viele  Ebenen  durch  eine  gegebene 
Gerade,  zweifach  unendlich  viele  Ebenen  durch 
einen  Punkt  im  Räume,  dreifach  unendlich  viele 
Ebenen  im  ganzen  Räume. 

Erkl.  25.  Bestimmt  wird  eine  Ebene 
durch  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende 
Punkte,  oder  durch  einen  Punkt  und  eine 
ausserhalb  desselben  laufende  Gerade,  oder 
durch  zwei  schneidende  (oder  parallele)  gerade 
Linien.  —  Als  Definition  der  Ebene  pflegt 
man  die  Eigenschaft  zu  benutzen,  dass  jede 
Verbinduugsgerade  zweier  ganz  beliebig  ge- 


Antwort.  Die  Ebene  als  Element 
der  projektivischen  Geometrie  ist  ebenso 
wie  der  Strahl  nicht  als  Gesamtheit  der 
in  ihr  enthaltenen  Punkte  oder  Geraden 
anzusehen,  sondern  als  einheitliches  selb- 
ständiges Raumelement  von  unendlicher 
Länge  und  Breite,  aber  ohne  jegliche 
Dicke.  Man  kann  also  in  der  Ebene 
in  verschiedenen  Richtimgen  hin-  oder 
herlaufen,  und  man  unterscheidet  an 
der  Ebene  im  Raum  zweierlei  Seiten 
oder  Ufer. 

In  den  Figuren  werden  Ebenen 
bezeichnet  durch  kleine  griechische 
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wählten  Punkte  der  ebenen  Fläche  ganz  in  der- 
selben enthalten  sei.  [Nicht  hierher  gehörig 
wäre  die  Definition  der  Ebene  als  Fläche  klein- 
sten Inhalts  zwischen  dreien  ihrer  Punkte,  ebenso- 
wenig wie  die  Definition  der  Geraden  als  kürzeste 
Verbindungslinie  zweier  ihrer  Punkte.  Eher 
annehmbar  wäre  als  gleichlautende  Definition 
der  Geraden  iind  der  Ebene  jene,  dass  wenn 
man  ein  beliebiges  Stück  derselben  herausnehme 
und  nach  beliebigen  Drehungen  und  Wen- 
dungen irgendwo  sonst  wieder  auflege  (bei  der 
Geraden  mit  zwei  Punkten,  bei  der  Ebene  mit 
dreien),  das  Stück  wieder  vollkommen  mit  dem 
Ganzen  zusammenfalle.] 

Erkl.  26.  Zwei  verschiedene  Ebenen 
können  einander  nur  in  einer  geraden  Linie 
schneiden;  denn  verbindet  man  zwei  beliebig 
gewählte  Punkte  der  Schnittlinie  durch  eine 
Gerade,  so  muss  diese  nach  Erkl.  25  ganz  in 
der  einen,  aber  auch  ganz  in  der  andern  Ebene 
liegen,  also  beiden  Ebenen  als  gemeinsame 
Schnittlinie  angehören.  Einen  ausserhalb  dieser 
Geraden  liegenden  weitern  Punkt  können  beide 
Ebenen  aber  auch  nicht  gemein  haben,  denn 
wenn  zwei  Ebenen  drei  Punkte  gemeinsam 
haben,  so  müssen  sie  völlig  zusammenfallen,  da 
ja  durch  drei  Punkte  nur  eine  einzige  Ebene 
bestimmt  wird. 


Buchstaben.  Wirkliche  Zeichnung 
einer  Ebene  ist  unmöglich;  denn  die 
Ebene,  in  welcher  man  zeichnet,  ist 
als  solche  vorhanden,  und  jede  andere 
Ebene  liegt  eben  nicht  in  der  Zeich- 
nungsebene, kann  also  nur  durch  Zeich- 
nung in  räumlicher  Perspekti\'e  ange- 
deutet werden  —  und  ausserdem  kann 
auch  bei  der  Ebene  die  unendliche  Aus- 
dehnunignie  wiedergegeben  werden. 


Erkl.  26a.  Hat  man  drei  Ebenen  «,  ß 
und  y,  so  liegt  in  «  eine  Schnittgerade  b  mit 
ß  und  eine  Schnittgerade  c  mit  y  (vergl.  Erkl.  21). 
Und  der  Schnittpunkt  der  Geraden  b  und  c  in 
a  ist  der  einzige  gemeinsame  Punkt  der 
drei  Ebenen  a,  ß,  y.  Derselbe  kann  im  End- 
lichen, oder  auch  im  Unendlichen  liegen.  Der 
letztere  Fall  tritt  ein,  wenn  eine  der  drei  Ebe- 
nen zur  Schnittgeraden  der  zwei  andern  par- 
allel ist. 


Frage  15.    Was  ist  eine  Punkt- 
reihe? 


Erkl.  27.  Wenn  von  einer  Punktreihe  ohne 
Zusatz  einer  Ordnungsziffer  gesprochen  wird, 
so  ist  in  der  Regel  (wo  nämlich  eine  Verwechs- 
lung dem  Sinne  nach  ausgeschlossen  erscheint) 
eine  Puiiktreihe  I.  Ordnung  gemeint.  Für 
Punktreihen  von  höherer  als  I.  Ordnung  wird 
auch  der  Name  Kurve  gebraucht;  dieselben 
werden  aber  nicht  mehr  als  Grundgebilde 
angesehen.  Man  unterscheidet  Punktreihen  I., 
IL,  III.,  allgemein  nter  Ordnung;  aber  nicht 
jede  beliebige  Gerade  bat  mit  einer  solchen 
auch  wirklich  n  Punkte  gemeinsam,  sondern  es 
gibt  stets  Gerade,  welche  gar  keinen  oder  nur 
einen  oder  zwei  bis  n  Schnittpunkte  liefern,  je 
nachdem  die  Gerade  ausserhalb  der  Kurve 
verläuft,  oder  dieKurve  berührt  oder  schnei- 
det. Die  Ordnungszahl  der  Punktreihe  ist  die 
Höchstzahl  der  bei  irgend  einer  dieser  Geraden 
möglichen  Schnittpunkte. 


Figur  2. 
„Punktreihe  I.  Ordnung." 


Antwort.  1.  Die  Punktreihe  ist 
die  Gesamtheit  der  in  einer  (geraden  oder 
krummen)  Linie  liegenden  Punkte,  diese 
Punkte  sind  die  Elemente  der  Punkt- 
reihe. Ist  diese  Linie  eine  Gerade, 
so  heisst  die  Punktreihe  auch  gerade 
Punktreihe  oder  Punktreihe  I  Ord- 
nung und  gilt  als  ein  Grundgebilde, 
die  gerade  Linie  selbst  heisst  der  Träger 
der  Punktreihe.  Allgemein  gibt  die 
Ordnung  einer  Punktreihe  an.  wie  viele 
Punkte  eine  beliebige  Punktreihe  höch- 
stens mit  einer  Punktreihe  L  Ordnung 
gemeinsam  haben  kann,  also  mit  andern 
Worten,  in  wieviel  Punkten  höchstens 
diese  Punktreihe  von  einer  gegebenen 
geraden  Linie  geschnitten  werden 
kann. 

2.  Da  die  Gerade  unendlich  lang  ist, 
so  kann  auch  eine  Punktreihe  I.  Ordnung 
nie  ganz  gezeichnet  werden,  sondern  nur 
das  Stück  oder  der  Teil  zwischen  zwei 
beliebigen  Punkten  derselben.  Eine  solche 
Strecke  istalso  stets  der  Verlängerung 
nach  beiden  Seiten  fähig,  und  zwar 
unbegrenzt  bis  ins  Unendliche.  Und 
zwar  nimmt  man  an,   dass  man   nach 


Ueber  die  „Elemente"  and  die  „Grandgebilde-*  der  projektivischen  Geometrie. 


Erkl.  28.  Die  Punktreihe  I.  Ordnung  ist  in 
der  Figur,  nicht  aber  in  der  Auffassung  identisch 
mit  der  Geraden  als  Element,  denn  als  Element 
betrachtet  ist  die  Gerade  ein  einziges  ungeteiltes 
Ganze,  als  Grundgebilde  betrachtet  aber  ist 
dieselbe  eine  Vielheit,  nämlich  die  Gesamtheit 
ihrer  Punkte. 


Figur  3. 


ErkJ.  29.  Mit  dem  Begriff  Strecke  wird 
in  der  projektivischen  Geometrie  keinerlei  ilass- 
grösse  verbunden.  Deswegen  kann  man  doch 
die  Punkte  der  Punktreihe  zwischen  den  Grenz- 
punkten als  innere,  die  nicht  zwischen  den 
Grenzpunkten  liegenden  Punkte  als  äussere 
Punkte  bezeichnen.  Und  man  muss  sogar 
(Figur  5)  eine  zweite  Strecke  CD,  deren  Grenz- 
punkte zwei  innere  Punkte  der  ersten  Strecke 
AB  sind,  als  eine  kleinere  Strecke,  jene  erste 
als  grössere  Strecke  bezeichnen,  ohne  deshalb 
ii^endwelche  Massverhältnisse  einzuführen,  denn 
jede  der  beiden  Strecken  enthält  noch  unend- 
lich viele  Punkte. 

Figur  5. 
A  C  D    B 


Erkl.  30.  Das  Aufwerfen  der  Frage  nach 
der  Zahl  der  unendlich  fernen  Punkte  einer 
gerade  Punktreihe  veranlasst  auch  in  der  pro- 
jektivischen Geometrie  dieselben  Erörterungen, 
wie  über  das  Parallelenaxiom  in  der  Euklidischen. 
Ja  man  kann  eine  projektive  Geometrie  durch- 
fuhren, indem  man  z.  B.  das  Aeussere  der  er- 
reichbaren Grenzen  einer  Zeichnung  als  unzu- 
gänglich (unendlich  fem)  ansieht,  so  dass  dann 
der  Geraden  beliebig  viele  unendlich  ferne 
Punkte  zuerkannt  werden.  Aber  der  frühere 
Grundsatz  (Erkl.  23  und  25) ,  dass  die  Gerade 
durch  zwei  Punkte  bestimmt  sein  soll,  bleibt 
am  vollkommensten  aufrecht  erhalten,  wenn 
man  der  Geraden  nur  einen  einzigen  unendlich 
fernen  Punkt  zuschreibt.  Sonst  müssten  ja  zwei 
Gerade  verschieden  sein  können,  wenn  sie  zwei 
(unendlich  ferne)  Punkte  gemeinsam  hätten. 

Figur  6  a. 


Figur  6  b. 


„Punktreihe  II.  Ordnung. - 

einem  und  demselben  unendlich 
fernen  Punkte  der  Punktreihe  ge- 
lange, ob  man  die  Strecke  nach  der 
einen  oder  nach  der  andern  Seite 
bis  ins  Unendliche  verlängert.  Durch 
Vermittlung  dieses  einzigen  unend- 
lich fernen  Punktes  kann  man  also 
die  beiden  entgegengesetzten  Richtungen 
der  Verlängerungen  einer  Strecke  als 
zusammenhängend  und  die  gerade 
Punktreihe  als  eine  (im  Unendlichen) 
geschlossene  Linie  auffassen. 


Figur  4. 


C. 


C 

—  — > 


Erkl.  Sl.  Durch  eine  Gruppe  zweier  ge- 
gebenen Punkte  A  und  B  einer  Punktreihe 
I.  Ordnung  (Figur  6),  überhaupt  einer  ge- 
schlossenen Linie,  ist  noch  nicht  festgesetzt, 
in  welcher  Richtung  die  Punktreihe  durchlaufen 
werden  soll.    Vielmehr  mu^s  ein  dritter  Punkt 


3.  Wählt  man  auf  einer  geraden 
Punktreihe  einen  einzelnen  Punkt. 
so  nennt  man  die  beiden  von  da  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen  ausgehenden 
Stücke  wohl  auch  Halbstrahlen;  es 
ist  also  durch  den  Punkt  die  Punktreihe 
nicht  in  zwei  getrennte  Stücke  geteilt, 
oder  die  beiderseits  des  Punktes  ge- 
legenen Punkte  der  Punktreihe  sind 
nicht  völlig  getrennt.  Denn  man 
kann  von  der  einen  Seite  dieses  Punktes 
nach  der  andern  Seite  gelangen,  ohne 
den  vorigen  festen  Punkt  zu  über- 
schreiten, indem  man  nämlich  nach  der 
einen  Richtung  ins  Unendliche  geht  und 
von  diesem  unendlich  fernen  Punkte  aut 
der  andern  Seite  der  Geraden  wieder 
aus  dem  Unendlichen  zu  dem  gegebenen 
Punkte  hinwandert. 

4.  Sollen  zwei  Punkte  einer  Punkt- 
reihe vollständig  von  einander  getrennt 
werden,  so  muss  man  sowohl  den  inneren 
als  den  äusseren  Verbindungsweg  durch 
je  einen  Trennungspunkt  absperren,  d.  h. 
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(C  auf  dem  inneren  oder  D  auf  dem  äusseren 
Verbindungsweg)  hinzugenommen  Averden,  um 
anzugeben,  ob  man  die  Punktreihe  durchlaufen 
soll  auf  dem  Wege  von  A  innen  nach  C  und 
B  und  dann  aussen  durch  das  Unendliche  wieder 
nach  A  zurück,  oder  von.A  erst  nach  aussen 
ins  Unendliche  und  von  da  anderseits  zurück 
nach  B  und  weiter  innen  zurück  nach  A.  Nur 
durch  drei  Punkte  ist  also  die  Durch- 
lau fungsrichtung  einer  Punktreihe 
festgelegt. 


Erkl.  32,  Es  entspricht  der  Auffassungs- 
weise der  vorigen  Erkl.  31,  dass  man  eine  all- 
gemeine Punktreihe  auch  ansieht  als  die  Ge- 
samtheit der  Lagen,  welche  ein  bewegter 
Punkt  bei  seiner  Bewegung  durchläuft,  oder 
auch  als  die  von  den  aufeinanderfolgenden  Lagen 
des  veränderlichen  Punktes  erzeugte  Kurve.  Für 
ein  Fortschreiten  innerhalb  dieser  Punktreihe 
hat  man  dann  nur  die  Wahl  zwischen  den  zwei 
entgegengesetzten  Fortschreitungsrichtungen. 
In  jeder  einzelnen  derselben  werden  sämt- 
liche in  der  Punktreihe  enthaltenen  Punkte 
durchlaufen:  die  Punktreihe  enthält  eine  ein- 
fach unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Punkten. 


man  braucht  einen  inneren  und  einen 
äusseren  Trennungspunkt.  Wählt  man 
daher  auf  einer  Geraden  vier  beliebige 
Punkte,  so  bilden  diese  nur  zwei  Paare 
völlig  getrennte  Punkte:  der  (in 
fortlaufender  Reihenfolge)  erste  und  der 
dritte  Punkt  sind  vollständig  getrennt 
(innen)  durch  den  zweiten  und  (aussen 
durch  den)  vierten;  der  zweite  ist  vom 
vierten  vollständig  getrennt  durch  den 
dritten  und  ersten  Punkt. 

5.  Die  Gesamtzahl  der  einer  Punkt- 
reihe (I.  oder  höherer  Ordnung)  ange- 
hörigen  Punkte  nennt  man  einfach  un- 
endlich oder  unendlich  I.  Ordnung;  oder 
man  sagt,  eine  Punktreihe  enthalte  eine 
einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Punkten,  oder  sie  besitze  eine  einzige 
Ausdehnung,  sie  sei  ein  eindimensionales 
Punktgebilde,  oder  die  gerade  Punktreihe 
sei  ein  Grundgebilde  erster  Stufe. 


Erkl.  33.  Wenn  man  die  unendliche  Mannig- 
faltigkeit I,  Ordnung  definiert  als  die  Anzahl 
der  Punkte  einer  Punktreihe,  so  wird  man  jede 
andere  Mannigfaltigkeit  ebenfalls  als  einfach 
unendlich  von  derselben  I.  Ordnung  bezeichnen, 
wenn  sie  ebensoviele  Elemente  enthält,  als  die 
Punktreihe  Punkte  enthält,  oder  wenn  sie 
von  derselben  Mächtigkeit  ist,  wie  eine 
Punktreihe.  In  der  That  ist  die  projek- 
tivische Geometrie  in  der  Lage,  jede  andere 
Mannigfaltigkeit  auf  diejenige  einer  Punktreihe 
zurückzuführen,  so  dass  diese  einmalige  Defini- 
tion für  alle  andern  Beispiele  ausreicht. 


Frage  16.    AVas  ist  ein  Strahlen- 
büschel? Antwort.   1.  Ein  Strahlenbüschel 

ist  die  Gesamtheit  der  eine  Kurve  ein- 
Figur 7.  hüllenden  Tangenten,  diese  Geraden 

dieElemente  des  Srahlen- 
büschels.  Hat  man  statt 
dieser  Kurve  bloss  einen 
Punkt  in  einer  Ebene,  so 
entsteht  die  Gesamtheit  der 
durch  den  Punkt  gehenden 
Strahlen:  dieselbe  heisst 
Strahlenbüschel  I.  Klasse 
und  gilt  als  Grundgebilde; 
der  Punkt  selbst  heisst  der 

Träger  oder  der  Stützpunkt 

oder     der    Scheitel    des 

„Strahlenbüschel  I.  Klasse  und  Punktreihe  I.  Ordnung."      S  t  r a  h  1  e  n  b  Ü  S  C h  e  1 S :      All- 
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Erkl.  34.  Das  Wort  „Büschel-'  ist  Ver- 
kleinerungswort (Deminutiv)  von  Busch,  hat  also 
wohl  in  dem  gewöhnlichen  Sprachgebranch  sä<?h- 
liches  Geschlecht  (das  Büschel).  Doch  wird  in 
der  Geometrie  das  Wort  „Strahlenbüsehel-*  meist 
als  Mascnlinnm  behandelt  (nach  dem  Vorgänge 
von  Steiner  und  v.  Staudt  selbst).  Jedoch  macht 
sich  der  Unterschied  nicht  allzusehr  fühlbar,  da 
ja  beim  bestimmten  Artikel  nur  im  Nominativ 
(der,  das)  und  Accusativ  (den,  das),  beim  un- 
bestimmten Artikel  überhaupt  nur  im  Accusativ 
(einen,  ein)  ein  Unterschied  der  Geschlechter 
erkennbar  wird. 

Erkl.  35.  Wenn  von  einem  Strahlenbüschel 
ohne  Zusatz  einer  Klassenziffer  gesprochen  wird, 
so  ist  in  der  Regel  (wo  nämlich  eine  Ver- 
wechslung dem  Sinne  nach  ausgeschlossen  er- 
scheint), ein  Strahlenbüschel  erster  Klasse  ge- 
meint. Für  Strahlenbüschel  von  höherer  als 
erster  Klasse  wird  auch  schlechthin  der  Name 
der  von  allen  Strahlen  eingehüllten  Kurve  ge- 
braucht :  dieselbe  wird  aber  nicht  mehr  als 
Grundgebilde  angesehen.  Man  unterscheidet 
Strahlenbüschel  erster,  zweiter,  dritter,  allge- 
mein n-ter  Klasse;'  aber  nicht  jeder  beliebige 
Punkt  ermöglicht  auch  wirklich  «  Tangenten 
an  die  Kurve,  sondern  es  gibt  stets  Punkte, 
welche  gar  keine,  oder  nur  eine  oder  zwei  bis 
H  Tangenten  liefern:  je  nachdem  der  Punkt 
innerhalb  der  Kurve  oder  auf  der  Kurve 
oder  ausserhalb  der  Kurve  liegt.  Die  Klassen- 
zahl der  Kurve  ist  die  Höchstzahl  der  von 
irgend  einem  Punkte  an  die  Kurve  möglichen 
Tangenten.  —  Beim  Strahlenbüschel  erster  Klasse 
wird  der  Scheitel  von  allen  durch  ihn  gehenden 
Strahlen  eingehüllt,  und  es  geht  thatsächlich 
von  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  einzige 
Gerade  durch  den  Scheitel  des  Büscheis. 

ErkL  36.  Während  in  der  Zeichnung  mit 
einer  Geraden  auch  alle  in  derselben  enthaltenen 
Punkte  gezeichnet  vorliegen ,  so  hat  man  mit 
der  Figur  eines  Punktes  nicht  auch  alle  durch 
ihn  gehenden  Geraden.  Beim  Strahlenbüschel 
unterscheidet  also  auch  die  Zeichnung  zwischen 
dem  Punkte  als  Einheit  oder  als  Element 
und  dem  durch  ihn  bestimmten  Strahlen- 
büschel als  Vielheit  oder  als  Grundgebilde. 
Es  bildet  aber  in  vielen  Fällen  eine  bedeutende 
Erleichterung ,  wenn  man  sich  daran  gewöhnt, 
mit  der  Festsetzung  eines  Punktes  auch  die 
Vorstellung  aller  durch  denselben  gehenden 
Strahlen  wachzurufen. 

Erkl.  87,  Bei  der  Pnnktreihe  I.  Ordnung 
reicht  der  Träger  bis  ins  Unendliche,  und 
eines  der  Elemente  liegt  im  Unendlichen, 
alle  anderen  im  Endlichen-,  bei  dem  Strahlen- 
büschel I.  Klasse  liegt  allgemein  der  Träger, 
nämlich  der  Scheitelpunkt  ganz  im  End- 
lichen, dagegen  reicht  jedes  der  Elemente 
bis  ins  Unendliche.  Da  aber  keines  der  Ele- 
mente ganz  im  Unendlichen  liegt,  so  fällt  bei 


Figur 


„Strahlenbtischel  11.  Klasse." 

gemein  gibt  die  Klasse  eines  Strahlen- 
büschels an,  welche  Strahlen  ein  belie- 
biger Strahlenbüschel  höchstens  mit 
einem  Strahlen büschel  I.  Klasse  gemein- 
sam haben  kann,  also  mit  andern  Worten, 
wie  viele  Tangenten  höchstens  an  die 
Kurve  von  einem  gegebenen  Punkte  aus 
gehen  können,  oder  wie  viele  von  den 
Tangenten  der  Kurve  sich  je  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden  können. 

2.  Wählt  man  in  einem  Strahlen- 
büschel einen  einzelnen  Strahl,  so  kann 
man  von  diesem  aus  in  zwei  entgegen- 
gesetzten Umlaufsrichtungen  den  ganzen 
Strahlenbüschel    durchlaufen.  Beim 

Strahlenbüschel  I.  Klasse  hat  man  be- 
sonders darauf  zu  achten,  dass  von  jeder 
Geraden  durch  den  Scheitel  die  beiden 
entgegengesetzten  Halbstrahlen  als  ein 
Ganzes,  als  ein  Strahl  zu  betrachten 
sind.  Bei  der  Umdrehung  überstreicht 
also  der  eine  Halbstrahl  die  eine,  der 
andere  Halbstrahl  die  andere  Halbebene. 
Und  man  hat  den  ganzen  Strahlen- 
büschel bereits  vollständig  durchlaufen, 
wenn  man  so  weit  gedreht  hat,  dass 
der  eine  Halbstrahl  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Halbstrahl  dei-selben  Geraden 
zusammenfallt.  Die  beiderseitigen  Nach- 
barstrahlen des  ursprünglich  gewählten 
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der  Besprechung  des  Strahlenbüschels  die  Not- 
wendigkeit ganz  weg,  unendlich  ferne  Elemente 
zu  behandeln,  wie  solches  bei  der  Puuktreihe 
der  Fall  war. 

Erkl.  38.  Durch  die  Benützung  des  Be- 
griffes Winkel  wird  in  der  projektivischen 
Geometrie  ebensowenig  eine  Massgrösse  einge- 
führt, als  durch  den  Begriff  Strecke.  Bezeichnet 
doch  hier  beides  —  abweichend  von  dem  Begriffe 
beider  Wörter  in  der  Massgeometrie  —  nicht 
eine  bestimmte  Masszahl  einer  Bewegung  (Ver- 
schiebung oder  Drehung),  sondern  eine  unbe- 
stimmte Gesamtheit  von  Punkten  zwischen  zwei 
gegebenen  Punkten  oder  von  Strahlen  zwischen 
zwei  gegebenen  Strahlen.  Deswegen  kann  man 
doch  auch  beim  Strahlenbüschel  die  Strahlen 
zwischen  den  Grenzstrahlen  als  innere,  die 
übrigen  als  äussere  bezeichnen.  Und  man  wird 
sogar  einen  zweiten  Winkel  (c  b)  Fig.  9,  dessen 
Grenzstrahlen  c  b  zwei  innere  Strahlen  des  ersten 
Winkels  (ad)  sind,  als  einen  kleineren  AVinkel, 
jenen  ersten  als  einen  grösseren  Winkel  be- 
zeichnen, ohne  damit  Massverhältnisse  zu  be- 
nutzen, denn  jeder  der  beiden  Winkel  enthält 
noch  unendlich  viele  Strahlen. 

Figur  9. 


Erkl.  39.  Wenn  zwischen  zwei  gegebenen 
ersten  Halbstrahlen  ein  dritter  liegt,  so  liegt 
stets  auch  der  entgegengesetzte  Halbstrahl  dieses 
dritten  zwischen  den  entgegengesetzten  Halb- 
strahlen  der  beiden  ersten.  Daher  ist  auch 
beim  Strahlenbtischel  durch  eine  Gruppe  zweier 
gegebener  Strahlen  a  und  b  noch  nicht  fest- 
gesetzt, in  welcher  Umlaufsrichtung  der  Strahlen- 
büschel durchlaufen  werden  soll.  Vielmehr  muss 
ein  dritter  Strahl  (c  im  Innenwinkel  oder  d  im 
Aussenwinkel)  hin^ugenommen  werden,  um  an- 
zugeben, ob  man  den  Strahlenbüschel  (Fig.  9) 
durchlaufen  soll  in  der  Drehungsrichtung  von 
einem  Halbstrahl  a  (innen)  über  c  nach  b  und 
weiter  über  d  bis  zum  entgegengesetzten  Halb- 
strahl von  a,  oder  von  a  (aussen)  über  d  nach 
dem  entgegengesetzten  Halbstrahl  von  b  und 
weiter  bis  zum  entgegengesetzten  Halbstrahl 
von  o.  Im  ersten  Falle  geht  gleichzeitig  auch 
der  entgegengesetzte  Halbstrahl  von  a  eben- 


Strahles  sind  also  nicht  vollständig  durch 
diesen  getrennt,  denn  man  kann  yon  den 
Strahlen  einerseits  zu  den  Strahlen  an- 
dererseits gelangen,  ohne  den  gegebeneu 
Strahl  zu  überschreiten,  indem  man  die 
Umdrehung  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  durchmacht  und  den  einerseits 
benachbarten  Halbstrahl  auf  den  ent- 
gegengesetzten Halbstrahl  des  anderer- 
seits benachbarten  überführt. 

3.  Wählt  man  in  einem  Strahlenbüschel 
I.  Klasse  zwei  beliebige  Halbstrahlen, 
so  nennt  man  die  Gesamtheit  der  bei 
diesem  Umlauf  vom  einen  zum  andern 
Halbstrahl  überstrichenen  Halbstrahlen 
wohl  auch  einen  Winkel,  den  Winkel 
der  entgegengesetzten  Halbstrahlen  des- 
sen Scheitelwinkel,  den  Winkel  zwi- 
schen dem  einen  Halbstrahl  und  dem 
entgegengesetzten  Halbstrahl  des  andern 
einen  Aussenwinkel  oder  Neben- 
winkel des  ersten  Winkels,  den  In- 
begriif  zweier  zusammengehörigen  Schei- 
telwinkel einen  „vollkommenen  ebe- 
nen Winkel". 

4.  Sollen  zwei  Strahlen  eines  belie- 
bigen Strahlenbüschels  vollständig  von 
einander  getrennt  werden,  so  muss  man 
sowohl  in  der  einen  als  in  der  andern 
Umlaufsrichtung  einen  Trennungsstrahl 
w^ählen.  Wählt  man  daher  in  einem 
Strahlenbüschel  vier  beliebige  Strah- 
len, so  bilden  diese  nur  zwei  Paar  ge- 
trennte Strahlen :  der  vollkommene  Win- 
kel (Winkel  plus  Scheitelwinkel)  des  in 
fortlaufender  Umlaufsfolge  ersten  und 
dritten  Strahles  ist  vollständig  getrennt 
(innen)  durch  den  zweiten  und  (aussen 
durch  den)  vierten;  der  Winkel  des 
zweiten  und  vierten  Strahles  ist  voll- 
ständig getrennt  durch  den  dritten  und 
ersten  Strahl. 

5.  Die  Gesamtzahl  der  einem  Strahlen- 
büschel (I.  oder  höherer  Klasse)  ange- 
hörigen  Strahlen  ist  einfach  unendlich: 
der  Strahlenbüschel  enthält  eine  einfach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen, 
er  besitzt  eine  einzige  Ausdehnung,  er 
ist  ein  eindimensionales  Strahlengebilde, 
oder  der  Strahlenbüschel  I.  Klasse  ist 
ein  Grundgebilde  erster  Stufe. 


üeber  die  „Elemente"  und  die  „Grandgebilde"  der  projektivischen  Geometrie. 
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falls  über  c  und  b  und  d  wieder  zum  a  und 
im  zweiten  Falle  auch  der  entgegengesetzte 
Halbstrahl  von  a  ebenfalls  über  d  und  b 
und  c  wieder  zum  a.  Nur  durch  drei 
Strahlen  ist  also  die  Dur(;^laufungs- 
richtung  eines  Strahlenbüschels  fest- 
gelegt. 

Erkl.  40.  Man  kann  auch  den  allgemeinen 
Strahlenbüschel  auffassen  als  die  Gesamtheit  der 
Lagen,  welche  ein  beliebig  bewegter  Strahl 
bei  seiner  Bewegung  durchläuft,  oder  auch  als  die 
von  den  aufeinanderfolgenden  Lagen  des  verän- 
derliehen Strahles  eingehüllte  Kurve.  Durch  Fort- 
schreiten in  jeder  der  beiden  Umlaufsrichttmgen 
werden  sämtliche  im  Strahlenbüschel  enthaltenen 
Strahlen  durchlaufen:  der  Strahlenbüschel  ent- 
hält eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Strahlen.  —  Es  wird  sich  später  auf  sehr 
einfache  Weise  erkennen  lassen,  dass  der  Strahlen- 
büschel von  derselben  Mächtigkeit  ist,  wie 
die  Punktreihe. 


Frage  17. 

büscliel"? 


Was  ist  ein  Ebenen- 


Erkl.  41.  Man  unterscheidet  auch  Ebenen- 
büschel von  höherer  als  I.  Klasse  und  versteht 
darunter  die  Gesamtheit  der  einen  Kegelmantel 
(Cylindermantel)  einhüllenden  Tangentenebenen, 
das  ist  also  ebenfalls  die  Gesamtheit  der  Lagen, 
welche  von  einer  Ebene  bei  einer  Bewegung 
durchlaufen  werden;  die  Bewegung  ist  aber 
eine  solche,  dass  nicht  eine  Gerade,  sondern  nur 
ein  Punkt  bei  derselben  dauernd  festgehalten 
wird.  Die  Klassenziffer  des  Ebenenbüschels 
wird  dann  durch  die  höchstmögliche  Anzahl  der 
Tangentenebenen  angegeben,  welche  an  diesen 
Kegelmantel  durch  eine  seinen  Scheitel  treffende 
Gerade  als  Achse  gelegt  werden  kann,  oder  die 
Anzahl  der  Ebenen,  welche  dieser  Ebenenbüschel 
höherer  Klasse  mit  einem  Ebenenbüschel  I.  Klasse 
höchstens  gemeinsam  haben  kann. 


Antwort.  Ein  Ebenenbüschel 
I.  Klasse  ist  die  Gesamtheit  aller  durch 
eine  und  dieselbe  Gerade  gehenden 
Ebenen.  Diese  Gerade  heisst  die  Achse 
des  Ebenenbüschels,  die  einzelnen  Ebenen 
seine  Elemente.  Jede  Ebene  ist  beider- 
seits der  Achse  unbegi^enzt  ausgedehnt, 
so  dass  in  Bezug  auf  das  Durchlaufen 
des  Ebenenbüschels,  sowie  in  Bezug  auf 
die  Trennung  zweier  Ebenen  «  und  ß 
desselben  durch  eine  bezw.  durch  zwei 
andere  Ebenen  /  und  d  in  Figur  10 
genau  die  gleichen  Ueberlegungen  Gel- 
tung behalten,  welche  in  voriger  Antwort 
auf  Frage  16  angestellt  wurden  über  das 


Figur  10, 


.Ebenenbüschel  L  Klasse." 
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Erkl.  4-2,  Die  Gesamtheit  der  Seitenlinien 
oder  Kanten  eines  Kegelmantels  bildet  einen 
Stralileubüschel  besonderer  Art,  nämlich 
ebenfalls  die  Gesamtheit  der  Lagen,  welche  von 
einer  Geraden  bei  einer  räumlichen  Bewegung 
von  der  Art  durchlaufen  werden,  dass  ein  und 
derselbe  Punkt  festgehalten  wird.  Der  von 
sämtlichen  Seitenlinien  eingeschlossene  Raum 
wird  auch  ein  körperlicher  Winkelraum 
genannt. 


Durchlaufen  eines  Strahlenbüschels,  so- 
wie in  Bezug  auf  die  Trennung  zweier 
Strahlen  a  und  h  des  Strahlenbüschels 
durch  eine^  bezw.  durch  zwei  andere 
Strahlen  c  und  d.  Dasselbe  gilt  auch 
über  die  Flächenwinkel  (Scheitel- 
winkel und  Aussenwinkel)  zweier  Ebenen 
des  Ebenenbüschels  und  über  die  einfach 
unendliche  Anzahl  der  einem  Ebenen- 
büschel angehörigen  Elemente. 


Frage  18.     Was  ist   ein   ebenes 
System? 


Erkl.  43.  Auch  das  ebene  System  kann  man 
als  einfachsten  Spezialfall  des  allgemeinen  Be- 
griffs „Fläche"  auffassen.  Man  unterscheidet 
dann  im  allgemeinen  Falle  auch  bei  einer  Fläche 
einerseits  die  Ordnungszahl,  nämlich  die 
Höchstzahl  von  Punkten,  in  denen  sie  von 
einer  Geraden  getroffen  werden  kann,  und 
andererseits  die  Klassenzahl,  nämlich  die 
Höchstzahl  ihrer  Tangenten  ebenen,  welche 
durch  eine  gegebene  Gerade  gehen  kön- 
nen. In  dieser  Auffassungsweise  ist  das  ebene 
System  gleichzeitig  eine  Fläche  von  I.  Ord- 
nung und  von  I.  Klasse.  Denn  eine  beliebige 
Gerade,  die  nicht  vollständig,  also  mit  ihren 
sämtlichen  Punkten  in  der  Ebene  liegt,  kann 
die  Ebene  nur  in  einem  einzigen  Punkte  treffen 
—  sowie  nämlich  eine  Gerade  mehr  als  einen 
Punkt  mit  der  Ebene  gemeinsam  hat,  muss  sie 
ja  ganz  darin  liegen.  Andererseits  ist  die 
Ebene  selbst  ihre  eigene  und  einzige  Tangenten- 
ebene und  geht  als  solche  durch  jede  in  ihr 
liegende  Gerade. 


Erkl.  44.  Man  kann  eine  Fläche  auffassen 
als  Punktgebilde  oder  als  Gebilde  der  Tangenten- 
ebenen, in  besonderen  Fällen  auch  als  Gebilde 
der  in  ihr  enthaltenen  Geraden.  Für  die  Ebene 
erfahren  alle  drei  Auffassungen  Anwendung: 
sie  hat  zweifach  unendlich  viele  (oo2)  Punkte, 
zweifach  unendlich  viele  (  qo2)  Geraden  und  eine 
einzige  Tangentenebene.  Dagegen  hat  eine  der 
in  Erkl.  41  und  42  erwähnten  Kegelflächen 
zwar  ebenfalls  go2  Punkte,  enthält  aber  nur 
ooi  Gerade  und  hat  nur  ooi  Tangentenebenen. 
Dasselbe  gilt  von  überhaupt  allen  Flächen, 
welche  durch  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt 
werden  können,  den  sog.  Regel  flächen, 
z.  B.  Cylinderfläche,  Schraubenfläche,  Sattelfläche 
U.S.W.  Dagegen  andere  Flächen,  wie  die 
Kugelfläche,  Eifläche  u.  s.  w.  haben  zwar  auch 
00 2  Punkte,  haben  aber  auch  oo^  Tangenten- 
ebenen, und  enthalten  gar  keine  geraden  Linien. 


Antwort-  1.  Unter  einem  ebenen 
System  versteht  man  die  Gesamtheit 
der  in  einer  Ebene  liegenden  Punkte 
und  Geraden.  Diese  Punkte  und  Ge- 
raden sind  die  Elemente,  die  Ebene 
selbst  der  Träger  des  Grundgebildes. 
Die  Ebene  enthält  also  so  viele  Strahlen- 
büschel I.  Klasse,  als  sie  Punkte  ent- 
hält, und  so  viele  Punktreihen  I.  Ord- 
nung, als  sie  Gerade  enthält. 

2.  Um  sämtliche  Punkte  der  Ebene 
zu  überstreichen,  kann  man  ein  einziges 
ihrer  Strahlenbüschel  durchlaufen  und 
alle  auf  jedem  einzelnen  seiner  Strahlen 
enthaltenen  Punkte  zusammenfassen.  Da 
dies  einfach  unendlich  viele  Strahlen  und 
auf  jedem  derselben  einfach  unendlich 
viele  Punkte  ergibt,  so  sagt  man,  die 
Ebene  enthalte  doppelt  unendlich  viele 
Punkte  oder  eine  doppelt  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  sie  be- 
sitze Punkte  nach  zweifacher  Ausdeh- 
nung ,  sie  bilde  einen  doppelt  unend- 
lichen oder  zweidimensionalen  Punkt- 
raum: ein  Grundgebilde  zweiter 
Stufe. 

3.  Um  sämtliche  Geraden  der  Ebene 
zu  übersehen,  kann  man  eine  einzige 
ihrer  Punktreihen  I.  Ordnung  durch- 
laufen und  alle  Strahlen  der  durch 
jeden  einzelnen  dieser  Punkte  gehenden 
Strahlenbüschel  zusammenfassen.  Da 
dies  einfach  unendlich  viele  Punkte  und 
durch  jeden  derselben  einfach  unend- 
lich viele  Strahlen  ergibt,  so  sagt  man, 
die  Ebene  enthalte  doppelt  unendlich 
viele  Strahlen  oder  eine  doppelt  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  von  Geraden,  sie 
besitze  gerade  Linien  nach  zweifacher 
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Erkl.  4-5.  Eiue  gerade  Linie  ist  bestimmt 
durch  zwei  Punkte.  Wenn  davon  einer  ins 
Unendliche  verlegt  wird,  so  ist  damit  die  Eich- 
tung  der  Geraden  bestimmt:  die  verlangte 
Gerade  ist  also  dann  dieser  Richtung  parallel 
zu  ziehen ,  d.  h.  sie  ist  die  durch  den  zweiten 
Bestimmungspunkt  gezogene  Parallele  zu 
der  ersten  Geraden  (Pfeil),  welche  die  Richtung 
nach  jenem  unendlich  fernen  Punkte  angibt. 
Es  ist  also  ganz  dasselbe,  ob  man  sagt:  ^eine 
Gerade  sei  mit  einer  andern  parallel^  oder 
„die  zwei  Geraden  haben  gleiche  Richtung- 
oder „die  zwei  Geraden  gehen  durch  denselben 
unendlich  fernen  Punkt. - 

Figur  11. 


„Parallelstrahlenbüschel." 

Erkl.  46.  Werden  alle  zwei  Bestimmungs- 
puukte  einer  Geraden  ins  Unendliche  verlegt, 
so  müsste  die  Gerade  beiden  Pfeilen  parallel 
sein.  Dies  ist  aber  für  jede  im  Endlichen 
liegende  Gerade  unmöglich,  die  verlangte  Ge- 
rade muss  selbst  unendlich  fern  sein.  Dass  sie  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  zusammenfallen 
muss,  folgt  ausserdem  daraus,  dass  sie  mit  dieser 
zwei,  und  folglich  alle  Punkte  gemeinsam 
haben  muss,  denn  eine  Gerade,  die  mit  einer 
andern  Geraden  zwei  Punkte  gemeinsam  hat, 
muss  mit  dieser  zusammenfallen.  —  Das  Parallel- 
sein der  unendlich  fernen  Geraden  mit  jeder 
im  Endlicüen  liegenden  Geraden  kann  mau  sich 
dadurch  einigermassen  verständlich  machen,  dass 
man  dieselbe  unendlich  ferne  Gerade  jedes- 
mal erhält,  wenn  man  eine  beliebige  Gerade 
aus  dem  Endlichen  sich  selbst  parallel  unbegrenzt 
weit  fortschiebt. 

Erkl.  47.  Euklidische  sowohl  als  projekti- 
vische  Geometrie  betrachten  es  als  selbstver- 
ständlich, dass  in  einer  Figur  die  Konstruktion 
einer  durch  zwei  (im  Endlichen  gegebene) 
Punkte  gehenden  Geraden  keinerlei  Vorbereitung 
brauche ;  sowie  aber  der  eine  Bestimmongspunkt 
unendlich  fern  wird,  erhält  diese  Au%abe  in 
der  P2uklidischen  Geometrie  eine  ganz  andere 
Bedeutung  —  nicht  so  in  der  projektivischen 
(teometrie.  Da  der  unendlich  ferne  Punkt  einer 
(ieraden  in   gleicher   Reihe   eingestellt   wurde 


Ausdehnung,  sie  bilde  einen  doppelt 
unendliclien  oder  zweidimensionalen 
Strahlenraum :  ein  Grundgebilde 
zweiter  Stufe. 

4.  Die  Ebene  ist  nach  allen  ihren 
Seiten  unendlich  ausgedehnt:  der  im 
obigen  (2)  gewählte  Strahlenbüschel  hat 
auf  jedem  seiner  Strahlen  einen  un- 
endlich fern  liegenden  Punkt.  Folglich 
hat  auch  die  Ebene  so  viele  unend- 
lich fern  liegende  Punkte,  als  der 
Strahlenbüschel  Strahlen  hat,  nämlich 
einfach  unendlich  viele;  oder  die 
Mannigfaltigkeit  der  unendlich  fernen 
Punkte  der  Ebene  ist  von  derselben 
Mächtigkeit,  als  die  Mannigfaltigkeit 
der  Strahlen  eines  Büschels  und  folg- 
lich auch  von  derselben  Mächtigkeit,  als 
die  Mannigfaltigkeit  der  Punkte  einer 
Punktreihe  (von  I.  oder  von  höherer 
Ordnung).  Da  aber  nach  Antwort  15 
auf  jeder  Geraden  der  Ebene  nur  ein 
einziger  dieser  unendlich  fernen  Punkte 
liegt,  während  nur  krumme  Linien  in 
mehreren  Punkten  von  einer  Geraden  ge- 
troffen werden,  so  fasst  man  die  Ge- 
samtheit der  unendlich  fernen  Punkte 
der  Ebene  auf  als  eine  Punktreihe 
I.  Ordnung:  man  sagt,  jede  Ebene  be- 
sitze eine  unendlich  ferne  Gerade  und 
man  spricht  von  „der  unendlich  fer- 
nen Geraden  einer  Ebene." 

5.  Die  unendlich  ferne  Gerade  einer 
Ebene  bildet  eine  Punktreihe  I.  Ordnung, 
deren  sämtliche  Punkte  im  Unend- 
lichen liegen,  während  von  jeder  andern 
Punktreihe  I.  Ordnung  nui'  ein  einziger 
Punkt  im  Unendlichen  liegt.  Wählt 
man  einen  der  Punkte  dieser  unendlich 
fernen  Punktreihe  als  Scheitel  eines 
Strahlenbüschels,  so  müssen  sämt- 
liche Strahlen  dieses  Büschels  einander 
erst  im  Unendlichen  schneiden,  d.  h.  sie 
müssen  parallel  sein.  Man  nennt  den 
Büschel  einen  Parallelstrahlen- 
büschel.  Alle  mit  einem  einzigen 
Strahle  parallelen  Geraden  der  Ebene 
bilden  einen  solchen  Parallelstrahlen- 
büschel  und  zeigen  nach  einem  und 
demselben  unendlich  fernen  Punkte. 
Daher  werden  unendlich  ferne 
Punkte  auch  in  der  Figur  meistens 
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wie  die  übrigen,   so   bleibt  aiach   dessen  Ver-  nur   durch    einen  Pfeil,  d.  h.  durch    die 

binduiig  mit  einem  andern  gleichwertig  mit  der  Richtung  einer  Geraden  angege- 

Aufgabe ,   zwei  beliebig  gegebene  Punkte  zu  ,  »  •       oa     1 1 

verbinden.  &  *=  &  l)en.     Ueber  Trennung  zweier  Strahlen 

des  Parallelstrahlenbüschels  durch  einen 
bezw.  zwei  andere  gilt  dasselbe,  wie  in 
Antwort  16  und  Erkl.  39. 


Frage  19. 

bündel? 


Was  ist  ein  Strahlen- 


Erkl.  48.  Der  Name  „Bündel",  welcher 
eine  Mannigfaltigkeit  höherer  Ordnung  be- 
zeichnen soll  als  Büschel,  ist  eingeführt  durch 
V.  Staudt.  (Georg  Karl  Christian  v.  Staudt,  geb. 
1798,  von  1835  an  Professor  au  der  Universität 
Erlangen,  gest.  daselbst  1867).  Ueber  Herleitung 
und  Geschlecht  des  Wortes  gilt  dasselbe,  wie 
vom  Wort  Büschel:  vergl.  Erkl.  34. 


Erkl.  49.  Der  Strahlenbündel  enthält  qo2 
Strahlen,  oo2  Ebenen,  also  auch  ao2  Ebenen- 
büschel und  oo2  Strahlenbüschel;  er  enthält  auch 
in  unbegrenzter  Anzahl  Kegelmantelfiächen  und 
Ebenenbüschel  höherer  Klasse.  Wollte  man  die 
Ebenen  aller  durch  jeden  der  oo2  Strahlen  ge- 
henden Ebenenbüschel  einzeln  nachzählen,  so 
käme  man  auf  oo3  Ebenen ;  ebenso  auf  ooS 
Strahlen,  wenn  mau  die  Strahlen  aller  in  jeder 
der  oo2  Ebenen  liegenden  Strahlenbüschel  ein- 
zeln abzählen  wollte.  Aber  von  diesen  oo3 
Ebenen  fallen  je  ooi  in  eine  einzige  zusammen, 
da  die  erzeugenden  Strahlen  einen  Strahlenbüschel 
bilden,  und  von  den  oo3  Strahlen  fallen  je  oo' 
in  einen  einzigen  zusammen,  da  die  erzeugenden 
Ebenen  einen  Ebenenbüschel  bilden:  die  Namen 
Strahlenbündel  und  Ebenenbündel  sind 
also  vollständig  gleichwertig. 


Erkl.  50.  Der  Strahlenbündel  enthält 
ebensoviele  Strahlen,  nämlich  doppelt  unendlich 
viele,  wie  das  ebene  System:  die  erstereu 
gehen  alle  durch  einen  Punkt,  die  letzteren 
liegen  alle  in  einer  Ebene.  Umgekehrt  besitzt 
der  Strahlenbündel  einen  einzigen  Punkt  und 
doppelt  unendlich  viele  Ebenen,  das  ebene  Sy- 
stem eine  einzige  Ebene  und  doppelt  unendlich 
viele  Punkte.  Eine  Mannigfaltigkeit  von  oo2 
Ebenen  bieten  auch  die  in  Erklärung  44  ge- 
nannten Flächen  II.  Klasse  als  Umhüllungs- 
gebilde ihrer  Tangentenebenen.  Dabei  bleibt 
aber  die  Mannigfaltigkeit  von  oo-  Geraden  nicht 
erhalten.  Denn  wie  sich  später  zeigen  wird, 
lassen  in  unserer  Eaumanschauung  Punkte  und 
Ebenen  einen  gleichwertigen  Aufbau  zu.  Gerade 
dagegen  nehmen  eine  abweichende  Stellung  ein. 


Antwort.  1.  Ein  Strahlenbündel 
oder  ein  Ebenenbündel  ist  die  Ge- 
samtheit aller  Strahlen  und  aller  Ebenen^ 
die  durch  einen  Punkt  im  Räume  hin- 
durchgehen können.  Dieser  Punkt  ist 
der  Träger  oder  der  Scheitel,  die 
Strahlen  und  Ebenen  sind  die  Elemente 
des  Grundgebildes.  Der  Strahlenbündel 
enthält  also  so  viele  Strahlenbtischel,  als 
er  Ebenen  enthält,  und  so  viele  Ebenen- 
büschel, als  er  Strählen  enthält. 

2.  Um  alle  Strahlen  des  Strahlen- 
bündels zu  durchlaufen,  kann  man  von 
einem  einzigen  beKebigen  Ebenenbüschel 
des  Strahlenbündels  ausgehen,  in  jeder 
Ebene  desselben  den  Strahlenbüschel 
nehmen,  dessen  Scheitel  zugleich  der 
Scheitel  des  Strahlenbündels  ist,  und 
die  sämtlichen  Strahlen  aller  dieser 
Strahlenbüschel  zusammenfassen.  Da 
der  Ebenenbüschel  einfach  unendlich 
viele  Ebenen  besitzt,  und  in  jeder  Ebene 
ein  Strahlenbüschel  mit  einfach  unend- 
lich vielen  Strahlen  zu  nehmen  war,  so 
sagt  man,  der  Strahlenbündel  ent- 
halte doppelt  unendlich  viele  Strahlen 
oder  eine  doppelt  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Geraden,  er  besitze  Strah- 
len nach  zweifacher  Ausdehnung  oder 
bilde  einen  doppelt  unendlichen  oder 
zweidimensionalen  Strahlenraum :  ein 
Grundgebilde  zweiter  Stufe, 

3.  Um  alle  Ebenen  des  Strahlen- 
bündels zu  durchlaufen,  kann  man  von 
einem  einzigen  beliebigen  Strahlenbüschel 
des  Ebenenbündels  ausgehen  und  durch 
jeden  von  dessen  Strahlen  als  Achse  den 
zugehörigen  Ebenenbüschel  hindurch- 
legen. Da  der  Strahlenbüschel  einfach 
unendlich  viele  Strahlen  als  Achsen  und 
jeder  Ebenenbüschel  einfach  unendlich 
viele  Ebenen  besitzt,  so  sagt  man,  der 
Strahlenbündel  enthalte  doppelt  un- 
endlich viele  Ebenen  u.  s.  w.,  wie  oben 
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Frage  20.   Was  versteht  man  unter 
dem  räumlichen  System?  Antwort.      1.   Unter    dem    räum- 

lichen   System    versteht    man    die 
Erkl.  51.   Jedes  Grundgebilde  erster  Stufe  Gesamtheit  aller  im  unbegrenzten  Räume 

(Punktreihe,    Strahlenbüschel,    Ebenenbuscbel)    „„^i,„i4.pripn  Pnntfp  aprarlpTi  iinrl  EhpnPTi 

enthält  xi  seiner  Elemente,  jedes  Grundgebilde  enthaltenen  Funkte,  ireraden  und  i^Denen. 

zweiter  Stufe   (ebenes  System,  Strahlen-  oder  Der  Raum  selbst   gilt   als  1  rag  er  des 

Ebenenbündel)  enthält  cc'mal  soviel  Elemente  Systems,    seine   Punkte,   Geraden   und 

als  die  Grundgebilde  erster  Stufe,  und  enthält  Ebenen  als  die  Elemente  desselben. 

selbst   ac2  solcher  Grundgebilde;  das  räumliche     A„o<spvflpm    pnthäU    abpr   das   räiimliphp 

System  als  Grundgebilde  dritter  Stufe  enthält  Aussei  dem  entüait  aoei  üas  raumiicne 
(iimal  soviel  Punkte  bezw.  Ebenen  als  die  System  auch  in  unendlicher  Anzahl 
Grundgebilde  zweiter  Stufe,  oo2  mal  soviel  Punktreihen,  Strahlenbüschel ,  Ebenen- 
Punkte  bezw.  Ebenen  als  die  Grundgebilde  tiügdiel,  SOWie  ebene  Systeme  und 
erster  Stufe,  es  enthält  selbst  cc3  Grundgebilde  o^.„5,i.ipnV,-4^jQpi  r)^^.^,  ip-qp",.  pnr,bt  dp^ 
zweiter  Stufe,  oc^  Punkte  und  Ebenen,  oc^  ge-  btraüienDunaeL  uenn  jeaei  ruilKl  Cieb 
rade  Linien,  aber  cc*  Punktreihen,  oc^  Ebenen-  Raumes  ist  Scheitel  eines  Strahlen- 
büschel und  sogar  x*  Strahlenbüschel.  (Vergl.  büudels  mit  oo-  Strahlenbüscheln  und 
Au%.  29  der  Aufgabensammlung  am  Schlüsse  ^2  Ebenenbüschelu ;  jede  Ebene  des 
dieses  Teiles.)  Raumes  ist  Träger  eines  ebenen  Systems 

Erkl.  52.     Eine  Ausnahmestellung  nehmen   mit  00-  Punkten  und  00^  Strahlen,  und 
hier  wie  in  andern  Fällen  die  Geraden  des  jede  Gerade  des  Raumes  ist  Träger  einer 
Eaum es  gegenüber  den  Punkten  und  Ebenen   Punktreihe    lind    Achse    eines    Ebenen- 
ein, da  von  ersteren  od  mal  soviel  vorhanden   |^-;-,„i^pi„ 
sind,  als  von  letzteren.     Diese  Abweichung  ist    DU^cneiS. 

besonders  genau   untersucht   worden   von  dem  2.  Um  Sämtliche  Punkte  des  rälim- 

Geometer  Plücker.  Derselbe  hat  (auf  analy-  ^^^^^^  Svstems  ZU  durchlaufen,  kann  man 
tischem  ^\ege)  das  merkwürdige  Ergebnis  ge-  .  „•  „--„„^  „„:„„,.  «tvohlpnbiinflpl  an^- 
funden,   dass  die   vierfach  unendliche  Mannig-    ^m   einziges   seinei    öliaüienDUnaei    au^- 

faltigkeit  der  Geraden  des  Kaumes  keine  so  wählen  lind  alle  aui  jedem  einzelnen  von 

einfache  Art  von  Mannigfaltigkeit  bildet,  wie  dessen  Strahlen  enthaltenen  Punkte  zu- 

etwa  die  Mannigfaltigkeit  der  Punkte  einer  gammenfassen.     Da  der  Strahlenbündel 

Geraden   oder  emer  Ebene  oder  des  Raumes,  „2  qf,.„T,ipn    nnfl  ipflpr  Strahl  ak  Trä>pr 

oder  wie  die  Mannigfaltigkeit  der  Eb enen  eines  ^    btianien,  untt  jeaer  ."Mrani  aiS  iragei 

Büschels  oder  eines  Bündels  oder  des  Raumes,  einer  Punktreihe  UOCh  00    Punkte  besitzt, 

sondern  etwa  vergleichbar  der  Mannigfaltigkeit  so  sagt  man,  das  räumliche  Svstem 

der  P u n k t e  einer  Kurve  oder  einer  krummen  enthalte  dreifach  unendlich\iele 
Fläche    oder   der   Mannigfaltigkeit    der    ian-^^        ,,  ,  .         ri-^v  jti, 

gentenebenen   eines  Kegelmantels   (Regel-  Punkte    oder  eine  dreifach  unendliche 

tiäche)  oder  einer  krummen  Fläche.    Im  Sprach-  Mannigfaltigkeit  VOn  Puokten,  dasselbe 

gebrauch  der  analytischen  Geometrie  ausgedrückt  besitze  Punkte  nach  dreifacher  Ausdeh- 

würde  man  sagen,  die  vierfach  unendliche  Maiinig-  ^^^^^  ^g  ^^^^^  gj^ej^  dreifach  unendlichen 
taltiffkeit  der  Geraden  des  Raumes   sei  keine      j\3-j-  •       ^       -nii 

einfache  („keine  ebene'^).  sondern  sie  sei  an-  oder  dreidimensionalen  Punktraum:   em 

zusehen  als  durch  die  Bedingungen  einer  qua-  Grundgebilde  dritter  Stufe, 
dratischen  Gleichung  herausgehoben  aus  einer         3^  Um  Sämtliche  Ebenen  des  rälim- 

i'Ä°eil.     "°^^    ^'^  °"  liehen  Systems  zu  überstreichen,  kann 

man  ein  einziges  seiner  ebenen  Systeme 

Erkl.  63.   Es  liegt  nahe,  nach  der  Ausfül-  auswählen  und  alle  durch  jeden  einzelnen 

hing  der  Lücke  zu  fragen  zwischen  der  zwei-  ^^^  ^^^^^^  Strahlen  gehende  Ebenen 
fach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  der  (Tcraden  r  -Pk     j         1,  o     * 

einer  Ebene  oder  eines  Bündels  und  der  vier-  zusammenfassen.    Da  das  ebene  System 

fach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  der  Geraden  00 ^  Strahlen    besitzt    und    durch    jeden 

des  Raumes,   also  nach  einer  dreifach  unend-  derselben     (als     Aclise     eines     Ebenen- 

Uchen  Mannigfaltigkeit  von  Geraden.  Ein  solches  büschels)  noch  oc^  Ebenen  hindurch- 
Gebilde  von  oo»  geraden  Linien  ist  unschwer  zu        ,  ^  ,  ,  ••         1  •    u 

erkennen  in  der  Gesamtheit  von  Geraden,  welche  gehen,    SO  sagt   man,    das   räumliche 

eine  beliebige  Gerade  im  Räume  treffen,  indem  System    enthalte    dreifach    uuend- 

jeder  Punkt  der  Geraden  als  Scheitel  eines  Hch  viele  Ebenen  U.  S.  W.,  wie  oben. 
Bündels  betrachtet  wird:    ebenso  auch  in  der  .    tt„     -„j-i:  u     /-^  i        j         •• 

Gesamtheit  der  Bertihrungsgeraden  an  eine  be-         4.  Um  sämtliche  Geraden  des  raum- 

liebige  Fläche  von  höherer  als  I.  Ordnung:  denn  liehen  Systems  ZU  durchlaufen,  kann  man 

Sachs,  Projektivische  (neuere)  (ieometrie.    I.  Teil.  2 
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diese  enthält  ao2  Punkte,  und  jeder  dieser  Punkte 
kann  in  seiner  Tangentenebene  als  Scheitel  eines 
-Strahlenbüschels  von  ooi  Berührungsgeraden  auf- 
gefasst  werden.  (Von  einem  solchen  Gebilde 
von  oo3  Geraden  gilt  aber  erst  recht  die  Be- 
merkung ,  dass  es  eine  Mannigfaltigkeit  von 
ganz  besonderer  Art  darstellt.) 


Erkl.  54.  Dass  man  dem  Räume  eine  ein- 
zige unendlich  ferne  Ebene  zuschreiben 
muss,  ist  eine  Folge  der  Zuerkennung  einer 
einzigen  unendlich  fernen  Geraden  an  jede 
Ebene.  Man  könnte  aber  auch  darauf  ver- 
zichten und  nach  Erkl.  30  ohne  Feststellung 
über  die  unerreichbaren  Elemente  absolute  Geo- 
metrie treiben.  —  Dass  auch  ganz  anders  ge- 
artete Anschauungen  in  geometrischer  Behand- 
lung möglich  sind,  zeigt  z.  B.  die  sogenannte 
Geometrie  der  reciprokeu  Radien  (vergl.I^rkl.  307 
in  Kleyer- Sachs,  Ebene  Elementar -Geometrie, 
VIII.  Teil),  nach  deren  Auffassungsv^^eise  zwar 
auch  jede  Gerade  einen  unendlich  fernen  Pxmkt 
hat,  aber  einen  gemeinsamen  mit  allen  Geraden 
der  Ebene  und  sogar  mit  allen  Geraden  des 
Raumes,  so  dass  dann  jede  Ebene  als  ge- 
schlossene Fläche  erscheint  (etvv^a  wie  eine  un- 
endlich grosse  Kugel)  und  auch  der  ganze 
Raum  nur  einen  einzigen  unendlich  fernen 
Punkt  hat. 


Erkl.  55.  Eine  Ebene  ist  durch  drei  Punkte 
bestimmt.  Wenn  davon  einer  ins  Unendliche 
verlegt  wird,  so  ist  damit  die  Richtung  einer 
Geraden  festgelegt,  welcher  die  Ebene  par- 
allel sein  muss,  oder  es  ist  ein  Parallel- 
strahlenbündel  gegeben,  Avelchem  die  Ebene 
angehören  muss  —  man  kann  sagen,  eine 
Richtung  der  Ebene  ist  bestimmt.  Die  Ebene 
muss  durch  den  unendlich  fernen  Scheitel  dieses 
Parallelstrahlenbündels  gehen,  kann  aber  die 
iinendlich  ferne  Ebene  noch  in  jeder  Geraden 
desjenigen  ihrer  Strahlenbüschel  treffen,  das  den 
Scheitel  des  Bündels  zum  Scheitel  hat.  Die  ver- 
langte Ebene  wird  gebildet  durch  die  beiden 
Parallelstrahlen  nach  jenem  unendlich  fernen 
Punkte,  welche  durch  die  zwei  andern  ge- 
gebenen Punkte  hindurchgehen.  Es  ist  also 
dasselbe,  ob  man  sagt,  „eine  Gerade  und  eine 
Ebene  seien  miteinander  parallel",  oder  „die 
Ebene  enthalte  dieselbe  Richtung  wie  die  Ge- 
rade", oder  „die  Ebene  und  die  Gerade  gehen 
durch  denselben  unendlich  fernen  Punkt",  oder 
sie  gehören  demselben  Parallelstrahlenbündel 
oder  Parallelebenenbündel  an. 


Erkl.  56.  Ein  solcher  Parallel-Strahlenbündel 
oder  -Ebenenbündel  enthält  auch  unzählige  Par- 
allelstrahlenbüschel  und  Cylindermantelflächen, 
sowie  Parallelebenenbüschel  von  I.  und  höherer 
Ordnung  bezw.  Klasse.  Rückt  nämlich  der 
Scheitel  einer  Kegelmantelfläche  ins  Unendliche, 
80  wird  aus  der  Kegelmantelfläche  eine  Cylinder- 


entweder  ein  einziges  seiner  ebenen  Sy- 
steme auswählen  und  alle  durch  jeden 
einzelnen  von  dessen  Punkten  gehenden 
Strahlen  zusammenfassen  —  oder  einen 
einzigen  seiner  Ebenenbündel  auswählen 
und  alle  in  jeder  einzelnen  von  dessen 
Ebenen  gelegenen  Strahlen  zusammen- 
fassen. Im  ersten  Falle  hat  man  in  der 
Ebene  oo^  Punkte  und  jeden  als  Scheitel 
eines  Strahlenbündels  mit  co^  Strahlen, 
im  zweiten  Falle  hat  man  im  Ebenen- 
bündel 00  2  Ebenen  und  jede  als  Träger 
eines  ebenen  Systems  mit  oo^  Strahlen. 
Daher  sagt  man,  das  räumliche  Sy- 
stem enthalte  vierfach  unendlich 
viele  Geraden  oder  eine  vierfach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Strah- 
len, dasselbe  besitze  Strahlen  nach  vier- 
faclier  Ausdehnung,  es  bilde  einen  vier- 
fach unendlichen  oder  vierdimensio- 
nalen  Strahlenraum. 

5.  Der  Eaum  ist  nach  allen  seinen 
Seiten  unendlich  ausgedehnt:  der  im 
obigen  (2)  ausgewählte  Strahlenbündel 
hat  auf  jedem  seiner  Strahlen  einen 
unendlich  fern  liegenden  Punkt.  Folg- 
lich hat  auch  das  räumliche  System 
so  viele  unendlich  fern  liegende  Punkte, 
als  der  Strahlenbündel  Strahlen  hat,  näm- 
lich doppelt  unendlich  viele,  oder 
die  Mannigfaltigkeit  der  unendlich  fernen 
Punkte  des  räumlichen  Systems  ist  von 
derselben  Mächtigkeit  als  die  Mannig- 
faltigkeit der  Strahlen  eines  Bündels 
und  folglich  auch  von  derselben  Mächtig- 
keit als  die  Mannigfaltigkeit  der  Punkte 
einer  Fläche  (von  I.  oder  höherer  Ord- 
nung). Da  aber  nach  Antwort  15  auf 
jeder  Geraden  des  Bündels  nur  ein  ein- 
ziger dieser  unendlich  fernen  Punkte 
liegt,  während  nur  krumme  Flächen  in 
mehreren  Punkten  von  einer  Geraden 
getrofifen  werden,  so  fasst  man  die  Ge- 
samtheit der  unendlich  fernen  Punkte 
des  Raumes  auf  als  eine  Fläche  I.  Ord- 
nung oder  als  eine  Ebene:  man  sagt, 
der  Raum  besitzt  eine  unendlich  ferne 
Ebene,  und  man  spricht  von  „der  un- 
endlich fernen  Ebene  des  Raumes". 

6.  Die  unendlich  ferne  Ebene  des 
Raumes  bildet  ein  ebenes  System,  dessen 
sämtliche  cd- Punkte  und  oo^  Strahlen, 
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mantelfläche,  und  dem  Parallelstrahlenbündel 
«gehören  sowohl  alle  Seitenlinien  als  auch  alle 
Tangentenebenen  derselben  an.  Der  von  derselben 
eingeschlossene  „körperliehe  Winkelraum-  reicht 
nach  beiden  Seiten  bis  ins  Unendliche  nach 
demselben  unendlich  fernen  Scheitelpunkte  des 
Parallelbündels. 


Erkl.  57.  Wenu  zwei  Bestimmungspunkte 
einer  Ebene  ins  Unendliche  verlegt  werden, 
so  bestimmen  diese  beiden  unendlich  fernen 
Punkte  eine  Gerade  in  der  unendlich  fernen 
Ebene,  und  die  verlangte  Ebene  muss  dem- 
jenigen Parallelebenenbüschel  angehören,  welcher 
diese  unendlich  ferne  Gerade  zur  Achse  hat  — 
man  sagt,  die  Stellung  der  Ebene  ist  bestimmt. 
Es  ist  also  dasselbe,  ob  man  sagt,  ,.zwei  Ebenen 
sind  miteinander  parallel"',  oder  ,.zw ei  Ebenen 
haben  dieselbe  Stellung-,  oder  „die  beiden 
Ebenen  gehen  durch  dieselbe  unendlich  ferne 
Gerade  oder  schneiden  einander  in  einer  unend- 
lich fernen  Geraden-,  sie  gehören  demselben 
Parallelebenenbüschel  an. 


Erkl.  58.  Werden  alle  drei  Bestimmungs- 
punkte einer  Ebene  ins  Unendliche  verlegt. 
-1  müsste  sie  mit  drei  Geraden  parallel  sein: 
-ie  muss  selbst  unendlich  fern  liegen,  da  sie 
mit  der  unendlichfemen  Ebene  drei  Punkte  ge- 
meinsam hat.  Die  unendlich  ferne  Ebene  ist  mit 
jeder  beliebigen  Geraden  und  Ebene  des  Baumes 
parallel,  denn  sie  hat  mit  jeder  einen  unendlich 
fernen  Schnittpunkt  bezw.  Schnittgerade.  Zu 
einer  beliebigen  Geraden  enthält  die  unendlich 
ferne  Ebene  noch  xi  parallele  Geraden,  näm- 
lich den  Büschel  unendlich  femer  Geraden  in 
der  unendlich  fernen  Ebene,  welcher  den  un- 
endlich fernen  Punkt  der  ersten  Geraden  ztim 
Scheitel  hat.  Alle  Geraden  der  unendlich  fernen 
Ebene,  welche  nicht  durch  jenen  Scheitelpunkt 
hindurchgehen,  sind  nicht  mit  der  gegebenen 
Geraden  parallel. 


Erkl.  69.  Da  Zeichnungen  nur  als  ebene 
Figuren  herzustellen  sind,  so  können  alle  aus 
einer  Ebene  heraustretenden  Raamgebilde  nur 
in  räumlicher  Perspektive  dargestellt  werden, 
-ie  könnten  naturgetreu  nur  durch  körperliche 
^Iodelle  vorgeführt  werden.  —  Doch  soll  im 
i olgenden  im  allgemeinen  nur  projektivische 
Geometrie  der  Ebene  durchgeführt  werden, 
und  diese  macht  nur  an  wenigen  vereinzelten 
"teilen  notwendigen  Gebrauch  von  räumlichen 
Vorstellungen.  Die  räumlichen  Betrachtungen 
werden  im  übrigen  nur  zur  Vervollständigung 
oder  Verallgemeinerung  ebener  Untersuchungen 
nebenher  raitgefnhrt  werden. 


Punktreihen  und  Strahlenbüschel  im  Un- 
endlichen liegen,  während  von  jeder 
andern  Ebene  nur  die  x^  Punkte  ihrer 
einzigen  unendlich  fernen  Geraden  im 
Unendlichen  liegen.  —  Wählt  man  einen 
der  Punkte  dieser  unendlich  fernen  Ebene 
als  Scheitel  eines  Strahlenbündels, 
so  müssen  sämtliche  Strahlen  dieses 
Bündels  einander  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte  schneiden,  d.  h.  sie 
müssen  parallel  sein.  Man  nennt 
den  Bündel  einen  Parallelstrahlen- 
bündel. Alle  die  mit  einem  einzigen 
Strahle  parallelen  oc^  Geraden  und  x- 
Ebenen  des  Raumes  bilden  einen  solchen 
Parallelstrahlenbündel  und  zeigen  nach 
einem  und  demselben  unendlich  fernen 
Punkte.  —  Wählt  man  eine  der  Geraden 
der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raumes 
als  Achse  eines  Ebenenbüschels, 
so  müssen  sämtliche  Ebenen  dieses 
Büschels  einander  in  dieser  unendlich 
fernen  Geraden  schneiden,  d.  h.  sie 
müssen  parallel  sein.  Man  nennt  den 
Büschel  einen  Parallel-Ebenenbü- 
schel.  Alle  die  mit  einer  einzigen  Ebene 
parallelen  od  '  Ebenen  bilden  einen  solchen 
Parallelebenenbüschel  und  zeigen  nach 
einer  und  derselben  unendlich  fernen 
Geraden. 


Figur  12. 


„Parallel-Ebeneubüschel. 
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3.  lieber  das  „Beziehen"  der  Grundgebilde  aufeinander  durch  Projelttion,  oder  die 

projektivische  Verwandtschaft. 

Frage  21.    Was  nennt  man  „zwei 
Grundgebilde  aufeinander  beziehen."       Antwort.  Zwei  Grundgebilde  heissen 

aufeinander  bezogen,  wenn  jedem 
Element  des  einen  Gebildes   ein  be- 

Erkl.  60.  In  der  höheren  Mathematik,  wo  stimmtes  Element  des  andern  zu- 
das  Beziehen  von  Raumgebilden  (erster,  zweiter  geordnet  ist,  SO  dass  jeder  stetigen 
und  dritter  Stufe)  aufeinander  vielfach  vor-  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des 
kommt,  nennt  man  auch  das  eine  Gebilde  eine  ^,'„^„  nr.\.nA^^  ,  -^a^  ^-  a  a-  *  x- 
„Abbildung"  des  andern,  oder  das  eine  Gebilde  "nen  Gebildes  Wieder  eine  stetige  Auf- 
kauf das  andere  abgebildet.«  Und  das  vor-  einanderfolge  von  Elementen  des  an- 
liegende Lehrbuch  behandelt  die  Abbildung  der  dem  Gebildes  entspricht.  Die  einzelnen 
Raumgebilde  aufeinander  nach  dem  Gesetze  der  Paare  VOn  Elementen  heissen  dann  ent- 


Projektion. 


sprechende  Elemente,  oder  zuge- 
ordnete Elemente,  oder  homologe 
Elemente. 

Je  nach  dem  Gesetze,  durch  welches 
die   Beziehung    der    einzelnen    Ele- 


Erkl.  60  a.  Aus  der  Definition  des  „Be- 
ziehens"  geht  hervor,  dass  man  nur  Grund- 
gebilde gleicher  Stufe  aufeinander  beziehen  mentepaare  festgelegt  wird,  unterschei- 

kann,    also    z.   B.    eine    Punktreihe    mit    einer  ^^^^    ^^^   ^^j^^    verschiedene  Arten    des 

andern  Punktreihe  oder  auch  mit  einem  Strahlen-  -r,      •    -,  j    j       i  -,         r>       j_ 

büschel  oder  Ebenenbüschel  oder  aber  ein  ebenes  Beziehens;  und  das  besondere  Gesetz, 

System  mit  einem  andern  ebenen  System  oder  durch  welches  in  der  „projektivischen 

mit  einem   Strahlenbündel.     Hiernach  unter-  Geometrie"   die  Beziehung  hergestellt 

scheidet  man  fünferlei  Beziehungen  gleichart^^^^^  wird,  ist  eben  das  Gesetz  der  Projek- 


Elemente  zweier  Gebilde  und  sechserlei  bezw 
siebenerlei  Beziehungen  ungleichartiger  Ele 
mente  zweier  Grundgebilde,  nämlich: 

Beziehung  ungleichartiger  Elemente 
in  zwei  Grundgebilden. 

Funktreihe  und  Strahlenbüschel  (1) 

(Punkt  auf  Strahl) 
Punktreihe  und  Ebenenbüschel  (5) 

(Punkt  auf  Ebene) 
Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel  (6) 

(Strahl  auf  Ebene) 


tion  oder  der  projektivischen  Ver- 
wandtschaft. 

Beziehung  gleichartiger  Elemente 
in  zwei  Grundgebilden. 

Punktreihe  und  Punktreihe  (2) 

(Punkt  auf  Punkt) 
Strahlenbüschel  und  Strahlenbüschel  (3) 

(Strahl  auf  Strahl) 
Ebenenbüschel  und  Ebenenbüschel  (7) 

(Ebene  auf  Ebene) 


I.  Stufe 


II.  Stufe 


Ebenes  System  und  Strahlenbündel 
(Punkt  auf  Strahl,  Strahl  auf  Ebene)  (4)^ 
oder 

(Punkt  auf  Ebene,  Strahl  auf  Strahl)  (12)  | 
Ebenes  System  und  ebenes  System  (10) 

(Punkt  auf  Strahl) 

Strahlenbündel  und  Strahlenbündel  (11) 

(Strahl  auf  Ebene) 

(Die  beigefügten  Ziffern  bedeuten  die  Reihenfolge  der  Behandlung  in   der  unten  folgenden 
Antwort  der  Frage  23.)  


Ebenes  System  und  ebenes  System  (8) 
(Punkt  auf  Punkt,  Strahl  auf  Strahl) 

Strahlenbündel  und  Strahlenbündel  (9) 
(Strahl  auf  Strahl,  Ebene  auf  Ebene) 


Frage  22.    Was  versteht  man  unter 
dem  Gesetz  der  projektivischen  Ver-       Antwort.    Unter  dem  Gesetz  der 
wandtschaft  zweier  Gebilde?  projektivischen      Verwandtschaft 

versteht  man  eine  solche  Art  des 
Beziehens    zweier    Gebilde,    dass 


Ueber  das  ,.Beziehen"  der  Grundgebilde  aufeinander  durch  Projektion  etc.  21 

Erkl.  61.   Zwei  derartig  verwandte  Gebilde  die  entsprechenden  Elemente  des 

heissen  ^durch   Projektion  aufeinander  einen  Gebildes  aiis  den  Elementen 

bezogen"    oder    projektivisch     bezogen  ,         ondern    ftehildes     durch    eine 

oder  projektivisch  verwandt.    Als  Zeichen  ^^S    anaern    ijCDUaes     Qurcn    eine 

für   diese   Verwandtschaft   benützt   man   (nach    fortlaufende  Reihentolge  von  Fro- 

Staudt)  eine  Abänderung  des  griechischen  Buch-  jektionen    erhalten    werden,    oder 
stabens  >r,  nämlich  /^.  ^j^gg  jß^n  die  beiden  Gebilde  betrachten 

Erkl.  62.  Gesetze  des  Beziehens  zweier  kann  als  erstes  und  letztes  in  einer 
Eaumgebilde,  welche  in  der  Planimetrie  solchen  Reihenfolge  von  Gebilden,  in 
auftreten,  sind  z.  B.  die  Kongruenz,  wobei  welcher  jedes  einzelne  Gebilde  eine  Pro- 
Punkte mit  gleichem  Abstände  auf  einer  jektion  des  vorhergehenden  und  des 
Geraden    und    Strahlen    gleicher    Neigung  i^i^^^j..,  ,-„x  *= 

durch  einen  Punkt  zugeordnet  sind;  oder  die  i^igcuueu  i&l. 
Aehnlichkeit,  wobei  Punkte  von  propor- 
tionalem Abstand  auf  einer  Geraden  und 
Strahlen  gleicher  Neigung  durch  einen 
Punkt  zugeordnet  sind.  Während  aber  diese 
beiden  Beziehungsgesetze  der  KongrueDz  und 
Aehnlichkeit  als  besondere  Einzelfälle  in  dem 
Gesetze  der  projektivischen  Verwandtschaft  ent- 
halten sind ,  so  ist  ein  völlig  von  letzterer 
abweichendes  Gesetz  des  Beziehens  dasjenige 
der  Inversion,  wobei  Punkte  auf  einer  Central- 
Geraden  zugeordnet  sind,  wenn  ihre  Abstände 
vom  CentiTim  ein  konstantes  Produkt  haben, 
sonst  dagegen  Gerade  nur  Kreisen,  allgemein 
Kreise  Kreisen  zugeordnet  sind  (vergl.  Kleyer- 
Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie,  VIII.  Teil). 


Frage   23.     Wann   heisst   ein  Ge- 
bilde die  Projektion  eines  andern? 

Antwort.   1.  Eine  Punktreihe  und 
ein  Strahlenbüschel  heissen  jedes  eine 
Erkl.  63.    Bezeichnet  man  mit  dem  Buch-  Projektion  des  andern,  oder  das  eine 
Stäben^  zugleic-h  eine  auf  dem  Träger  Mie-  ^^^^.^^   Projektion    aus    dem    andern 
gende  Punktreihe  und  mit  S  einen  durch  den         .    .        j  j  x*   •  j 

Scheitel  s  gehenden  Strahlenbüschel,  so  be-  entstanden,  oder  aufeinander  pro- 
zeichnen nach  Erkl.  61  die  Schreibungen:  jiziert,  wenn  jeder  Punkt  der  Punkt- 
tT;  s,  f,  t:  f.2,  5,  ~  S.,  reihe  demjenigen  Strahle  des  Strahlen- 
dass  einePunktreihe  f  und  ein  Strahlenbüschel  S;  büschels  zugeordnet  ist,  welcher  die 
oder  dass  zwei  Punktreihen  f,  und  t,  oder  zwei  Verbindungsgerade    dieses    Punktes 

wltdTfeltn^^'™^^'^'""^^^*'''''''^''"'  ^^^   ^^™   Scheitel   des  Strahlenbüschels 

'"^^ilan  'sieht°äber  aus  nebenstehender  Antwort,  darstellt,  siehe  unten  Fig.  13  —  oder  um- 

•lass  die  allgemeine  projektivische  Ver-  gekehrt,     wenn     jedem     Strahle     des 

wandtschaft  stets  durch   eine  fortlaufende  Strahlenbüschels  derjenige  Punkt  der 

Reihe  von  einzelnen  unmittelbaren  Projek-   puni^treihe    entspricht,    welcher    den 
loneu  vermittelt  wird:    Es  kann  unmittelbar    ^    i      -i^  i  ^    j-  ox     i_i  -j.    j 

'  -  s  sein;  aber  damit  t,  -  /.,,  braucht  man  Schnittpunkt  dieses  Strahles  mit  dem 
ein  die  Verwandtschaft  vermittelndes  -S:  damit    Träger  der  Punktreihe  darstellt. 
S,  TT  5.,,  braucht   man  ein  die  Verwandtschaft  ^„      •  -r,     ■,  ^     •,        ^    ■  -j 

vermittelndes  t.  Und  ebenso  bei  Ebenenbüscheln,  2.  Zwei  Punktreihen  heissen  jede  eine 

ebenen  Systemen,  Strahlenbündeln.  Projektion  der"  andern,  oder  aufein- 
ander projiziert,  wenn  beide  durch 

Erkl.  64.   Eine  Punktreihe,  welche  die  un-  denselben     Strahlenbüschel    proji- 

mittelbare  Projektion  eines  Strahlenbüschelfl  ist,  ziert    werden,    oder   wenn   beide    Pro- 

neuut   man   auch   einfach   einen   Schnitt   des  jektionen     desselben     Strahlenbü- 

Strahlenbüschels;  und  den  Strahlenbüschel,  wel-  g^^^els  sind.    Dann  ist  jeder  Punkt  der 

eher  die  unmittelbare   Proiektion   der   Punkt-  .            -i-,     i  -     -i        j       •     •           t-.     i  ^ 

reihe  ist,  nennt  mau  auch  einen  Schein  der  einen  Punktreihe   demjenigen   Punkte 

Punkireihe;  ebenso   heisst  ein  Strahlenbündel  der    andern     Punktreihe     zugeordnet, 
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ein  Schein  eines  ebenen  Systems,  und  dieses 
ebene  System  ein  Schnitt  des  Strahlenbün- 
dels (4),  wenn  jedes  eine  unmittelbare  Pro- 
jektion des  andern  ist.  Dabei  kann  man  sagen, 
dass  die  entsprechenden  Elemente  beider 
Gebilde  jeweils  vereinigt  liegen,  d  h.  Punkte 
auf  Geraden  liegend,  Gerade  durch  Punkte  ge- 
hend u.  s.  w.  Und  diese  Beziehungen  zwischen 
ungleichartigen  Grundgebilden  von  je  der- 
selben Stufe  sind  die  grundlegenden  für  die 
projektivische  Verwandtschaft.  Denn  zwei  Punkt- 
reihen sind  durch  einen  Strahlenbüschel  aufeinan- 
der projiziert  (2),  wenn  beide  Schnitte  des- 
selben Strahlenbüschelssind;  zweiStrahlen- 
büschel  sind  durch  eine  Punktreihe  aufeinander 
projiziert  (3),  wenn  beide  Scheine  dersel- 
ben Punktreihe  sind.  Ferner  sind  zwei 
ebene  Systeme  durch  einen  Strahlenbündel  auf- 
einander projiziert  (8),  wenn  beide  Schnitte 
desselben  Strahlenbündels  sind;  und  zwei 
Strahlenbündel  sind  durch  ein  ebenes  System 
aufeinander  projiziert  (9),  wenn  beide  Scheine 
desselben  ebenen  Systems  sind. 


Erkl.  65.  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlen- 
büschel können  nur  dann  unmittelbar  aufein- 
ander projiziert  werden,  wenn  der  Träger  der 
Punktreihe  nicut  durch  den  Scheitel  des 
Strahlenbüschels  geht,  bezw.  dieser  Scheitel 
nicht  auf  jenem  Träger  liegt.  Ebenso  ein 
Strahlenbündel  und  ein  ebenes  System  nur, 
wenn  Scheitel  und  Ebene  nicht  vereinigt  liegen. 
Soll  aber  doch  eine  projektivische  Verwandtschaft 
zwischen  solchen  Gebilden  mit  vereinigt  liegen- 
den Trägern  hergestellt  werden,  so  müssen 
weitere  Gebilde  zur  Vermittelung  beigezogen 
werden. 


Erkl.  66.    Die  Beziehungen  10,  11,  12  der 

nebenstehenden  Antwort  hängen  eng  zusammen. 
Denkt  man  sich  nämlich  eine  dieser  Be- 
ziehungen hergestellt,  z.  B.  die  erste  (10)  zwi- 
schen zwei  ebenen  Systemen  «j  7\  «2'  so  braucht 
man  nur  für  jede  Ebene  einen  projizierenden 
Strahlenbündel  hinzuzunehmen,  so  dass: 

«lÄ-s^i'   "i7\S„ 

dann  besteht  zwischen  S^  7^  S^  die  Beziehung 
11,  zwischen  «j  7\  ^2  ^^^^  "2  Ä  '^1  ^^^  -^6- 
ziehung  12.  Um  sich  aber  eine  Beziehung  nach 
Art  der  Beziehung  10  vorzustellen,  kann  man 
etwa  in  den  zwei  Ebenen  «j  und  «2  einen 
Punkt  Pj  in  «,  und  eine  Gerade  p^  in  «.3 
willkürlich  zuordnen,  dazu  einen  beliebigen  Pro- 
jektionsscheitel S  wählen,  und  dann  den  Strahlen 
durch  I\  in  «,  diejenigen  Punkte  der  Punkt- 
reihe P2  ^^  "i  zuordnen,  in  welchen  p.^  ge- 
schnitten wird  von  den  Ebenen  des  projizieren- 
den Ebenenbüschels  mit  Achse  SPj  —  und  um- 
gekehrt den  Punkten  der  Punktreihe  p.^  in  «^ 
diejenigen  Strahlen  des  Büschels  P^  in  u^  zu- 
ordnen, in  welchen  «j  geschnitten  wird  von  den 
Ebenen  desselben  Ebenenbüschels. 


welcher  auf  dem  gleichen  Strahle 
des  Strahlenbüschels  liegt. 

3.  Zwei  Strahlenbüschel  in  der- 
selben Ebene  heissen  jeder  eine  Pro- 
jektion des  andern,  oder  aufeinander 
projiziert,  wenn  beide  durch  die- 
selbe Punktreihe  projiziert  werden, 
oder  wenn  beide  Projektionen  der- 
selben Punktreihe  sind.  Dann  ist 
jeder  Strahl  des  einen  Strahlenbüschels 
demjenigen  Strahle  des  andern  Strahlen- 
büschels  zugeordnet,  welcher  durch  den 
gleichen  Punkt  der  Punktreihe 
hindurchgeht. 

4.  Ein  Strahlenbündel  und  ein 
ebenes  System  heissen  das  eine  eine 
Projektion  des  andern, oder jedesdurch 
Projektion  aus  dem  andern  er- 
zeugt, wenn  erstens  jeder  Strahl  des 
Strahlenbündels  zugeordnet  ist  seinem 
Schnittpunkt  mit  der  Ebene,  oder  um- 
gekehrt jeder  Punkt  der  Ebene  seinem 
Verbindungsstrahl  mit  dem  Schei- 
tel; und  folglich  zweitens  jede  Ebene 
des  Strahlenbündels  zugeordnet  ihrer 
Schnittgeraden  mit  der  Ebene,  oder 
umgekehrt  jede  Gerade  der  Ebene  der- 
jenigen Ebene  des  Bündels,  welche  durch 
jene  Gerade  und  den  Bündelscheitel  be- 
stimmt ist. 

Aus  den  in  demselben  Strahlenbündel 
oder  Ebenenbündel  und  in  dem  ebenen 
System  enthaltenen  Grundgebilden  erster 
Stufe  ist  dann  ebenso 

5.  ein  Ebenenbüschel  projiziert  auf 
eine  Punktreihe  des  ebenen  Systems 
und  umgekehrt,  bezw. 

6.  ein  Ebenenbüschel  projiziert  auf 
einen  Strahlenbüschel  des  ebenen  Sy- 
stems und  umgekehrt,  — 

wenn  jede  Ebene  des  Ebenenbttschels 
zugeordnet  ist  ihrem  Schnittpunkt  mit 
der  Punktreihe,  bezw.  ihrer  Schnitt- 
geraden mit  der  Ebene  und  umgekehrt; 

7.  oder  endlich  ein  erster  Ebenen- 
büschel projiziert  auf  einen  zweiten 
Ebenenbüschel  in  demselben  Bündel, 
wenn  jede  Ebene  des  ersten  Büschels 
zugeordnet  ist  derjenigen  Ebene  des 
zweiten  Ebenenbüschels,  welche  durch 
denselben   Punkt  einer  Punktreihe  des 
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Erkl.  67.  Man  erkennt  sofort ,  dass  zwei 
(febilde,  welche  aufeinander  bezogen  werden 
können,  notwendiger  Weise  gleichviel  Ele- 
mente besitzen  müssen.  Dadurch  lassen  sich 
die  Aussagen  der  Antworten  auf  die  Fragen  15 
bis  20  über  die  Mächtigkeit  der  verschiedenen 
Gebilde  leicht  begründen:  Um  die  sämtlichen 
Elemente  eines  Gebildes  vorzustellen,  „bezieht" 
man  dieses  Gebilde  auf  ein  anderes  von  gleicher 
Mächtigkeit.  Mit  einer  Durchlaufung  des  letz- 
tern werden  dann  auch  sämtliche  Elemente  des 
erstem  durchlaufen.  —  Durch  Beziehung  zweier 
ebenen  Systeme  aufeinander  gewinnt  man  ferner 
auch  eine  weitere  Ableitung  für  die  vierfache 
Unendlichkeit  der  Strahlen  des  Eaumes  (Ant- 
wort auf  Frage  20,  4),  indem  man  durch  jeden 
der  x2  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Gerade 
legt  nach  jedem  der   »2  Punkte  der  zweiten. 


Erkl.  67  a.  Die  wechselseitigen  Beziehungen 
(1)  bis  (12)  der  nebenstehenden  Antwort  werden 
im  folgenden  noch  einzeln  behandelt,  und  zwar 
(1)  in  Frage  25,  (2)  in  Frage  26,  (3)  in  Frage  27, 
(4)  bis  (7)  in  Frage  28  und  (8)  bis  (12)  in 
Frage  29  nebst  den  jeweils  zugehörigen  Er- 
klärungen und  Figuren. 


ebenen  Systems  oder  durch  denselben 
Strahl  eines  Strahlenbüschels  desselben 
Strahlenbündels  hindurchgeht. 

Ferner  werden  8.  z-\vei  ebene  Sy- 
steme aufeinander  projiziert,  wenn 
beide  Projektionen  desselben 
Strahlenbündels  sind,  und 

9.  zwei  Strahlenbündel  aufein- 
ander projiziert,  wenn  beide  Pro- 
jektionen desselben  ebenen  Sy- 
stems sind. 

Die  noch  übrigen  Beziehungen,  näm- 
lich 10.  zwschen  zwei  ebenen  Sy- 
stemen derart,  dass  je  die  Punkte  des 
einen  den  Strahlen  des  andern, 

11.  zwischen  zwei  Strahlenbün- 
deln, so  dass  je  die  Strahlen  des  einen 
den  Ebenen  des  andern,  und 

12.  zwischen  einem  ebenen  System 
und  einem  Strahlenbündel  derart, 
dass  die  Strahlen  des  einen  Gebildes 
den  Strahlen  des  andern  und  die  Punkte 
des  ebenen  Systems  den  Ebenen  des 
Strahlenbündels  entsprechen,  lassen  sich 
nicht  durch  unmittelbare  Projektion  dar- 
stellen, sondern  nur  unter  Zuhilfenahme 
mehrfacher  Zwischenglieder  von  der  Art, 
wie  in  Antwort  auf  Frage  22  gesagt 
wurde  (vergl.  Erkl.  66). 


Frage  24.  AVie  untersclieidet  man 
zwischen  der  projektivischen  Beziehung 
solcher  Gebilde,  welche  durch  unmittel- 
bare Projektion  aufeinander  bezogen 
sind,  und  solcher,  deren  projektivische 
Verwandtschaft  durch  eine  Anzahl  von 
Zwischengliedern  vermittelt  wird? 


Erkl.  68.  Die  Unterscheidung  der  per- 
spektivischen und  der  schiefen  Lage  findet 
sich  auch  in  der  Planimetrie.  Man  nennt  die 
Lage  zweier  ähnlichen  Dreiecke  die  perspek- 
tivische, wenn  entsprechende  Seiten  parallel 
sind,  wobei  dann  die  Verbindungsgeraden  ent- 
sprechender Eckpunkte  durch  einen  Punkt  gehen, 
und  die  Abstände  derselben  von  diesem  Scheitel 
ein  bestimmtes  gleichbleibendes  Verhältnis  haben 
(Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie,  VII, 
Frage  22  u.  if).  In  jeder  andern  Anordnung 
hat  mau  schiefe  Lage.  Die  gleiche  Auffassung  des 
Begriffs  der  perspektivischen  Lage  gilt  ur.spräng- 
lich  in  der  projektivischen  Geometrie  für  zwei 
Punktreihen,  welche  durch  den  gleichen  Strahlen- 


Aiitwort.  1 .  Von  zwei  Grundgebilden , 
deren  jedes  eine  unmittelbare  Pro- 
jektion des  andern  ist,  sagt  man,  sie 
befinden  sich  in  perspektivischer  Lage, 
oder  ausführlicher,  sie  seien  ,.projek- 
tivisch  verwandt  und  in  perspek- 
tivischer Lage." 

Von  zwei  Gebilden,  deren  jedes  erst 
durch  eine  Anzahl  aufeinander  fol- 
gender Projektionen  aus  dem  an- 
dern hervorgeht,  sagt  man,  sie  befinden 
sich  in  schiefer  Lage,  oder  ausführlicher, 
sie  seien  „projektivisch  verwandt 
und  in  schiefer  Lage.-' 

2.  Die  perspektivische  Lage  zweier 
projektiviscli  verwandten  Gebilde  findet 


24  Projektivische  (neuere)  Geometrie.    I.  Teil. 

büschel  aufemander  projiziert  werden,  denn  ein  also    bei    zwei    ungleichartigen    Ge- 

im   Scheitel  gedachtes  Auge   kann  von  einem  bilden  stets  dann  statt  (vergl.  Erkl.  64). 

Punkte  zum  entsprechenden  leweils  in  gleicher  .,         Tm           ,        ^      •   •    -    i-        '■ 

Richtung  hinsehen  (per-splcere  =  hindurch-  Wenn    ihre  Elemente  vereinigt   hegen, 

schauen).     Und  von  dieser  Anordnung  zweier  d.  h.  wenn   jedes    ein    Schnitt    oder    ein 

projektivisch  verwandten  Punktreihen  in  per-  Schein  des  andern  ist.   Zwei  projektivisch 

spektivischer  Lage  ist  dann  dieses  Wort  auch  verwandte  gleichartige  Gebilde  aber 

tibertragen   worden    auf  die   Bezeichnung  der  ..            j       •.                  ^  .-    -      -,         """^ 

andern    durch    einzige   Projektion  verwandten  mussen,  damit  perspektivische  Lage 

Gebilde.  stattfindet,  beide  Scheine  oder  Schnitte 

desselben  dritten  ungleichartigen  Ge- 
Erkl.  69.  In  der  Planimetrie  sucht  man  ^^l^es  sein,  d.  h.  es  muss  die  projektivi- 
diejenige  Ortsveränderung  auf,  durch  welche  sche  Verwandtschaft  durch  ein  einziges 
die  zweite  Figur  aus  der  schiefen  in  die  per-  drittes  Gebilde  hergestellt  sein,  welches 
spektivische  Lage  zur  ersten  gebracht  werden  ^u  beiden  vorigen  ungleichartig  ist,  und 
kann,  und  man  findet  dies  ausfuhrbar  durch  •-  r,  •  j  •  i  •  i  .•  •  i 
Drehung  oder  Umklappung  (Parallelverschiebung  ^^it  beiden  Sich  in  perspektivischer 
bleibt  ausser  Betracht).  In  der  streng  projektivi-  Lage  befindet;  und  ausserdem  müssen 
schenGeometriegehörenabersolcheOrtsverän-  auch  die  beiden  Gebilde  unter  ein- 
derungen  gar  nicht  zu  den  Hilfsmitteln  der  ^^^^^  besonders  einfache  gegenseitige 
Betrachtung,  denn  der  Raum  gut  als  starr  und  t  i,  u  -r>  •  oj.  \,^  ^  ••  -c  ^ 
unbeweglich.  Wenn  auch  die  Redewendung  Lage  haben,  z.  B.  zwei  Strahlenbuschel 
vom  Drehen  oder  Verschieben  manchmal  vor-  müssen  in  derselben  Ebene  liegen,  zwei 
kommt,  so  ist  dabei  nicht  an  eine  Veränderung  Punktreihen  müssen  einander  schneiden, 
der  Lage  eines  Gebildes  zu  denken  sondern  ^wei  Ebenenbüschel  müssen  demselben 
nur  daran,  dass  wir  unsere  Vorstellung  von  tj-  i  i  \  ■• 
einem  Raumgebilde  zu  dem  benachbarten  all-  -DUnüei  angeüoren  U.  S.  W. 
mählich  weitergleiten  lassen.  Dementsprechend  «  i-w  i  •  i?  t  •  •  i 
wird  auch  die  Ueberführung  aus  der  schiefen  3.  Die  Schiefe  Lage  zweier  projek- 
in  die  perspektivische  Lage  nicht  im  plani-  tivisch  verwandten  Gebilde  kann  ent- 
metrischen Sinne  durchgeführt,  sondern  diese  weder  dadurch  entstanden  sein,  dass  die 
Aufgabe  ist  dann  erschöpfend  gelöst,  wenn  der-  ^wei  Gebilde  aufeinander  bezogen  sind 
artige  Zwischengebilde  aufgefunden  werden,  -xi.  i  i.  i,  /  i  ?  •  \ 
dass  die  beiden  betrachteten  Gebilde  durch  eine  vermittelst  mehrerer  (mehr  als  eines) 
fortlaufende  Reihenfolge  von  Projektionen  in-  Zwischenglieder  VOn  unter  sich  ZU  je 
einander  übergeführt  werden.  Während  diese  zweiaufeinander  folgendeninperspektivi- 
Reihenfolge  eine  sehr  lange  sein  kann  so  wird  g(,her  Lage  befindlichen  Gebilden,  oder 
sich  spater  zeigen  (im  dritten  Abschnitt  des  j-ii5  •  i.-  li-- 
IL  Bandes   dieses   Lehrbuches),    dass   man   für  dadurch,  daSS  zwei  zuerst  m  perspektlVl- 

zwei  gleichartige,  projektivisch  verwandte  Ge-  scher  Lage  befindlich  gewesene  Gebilde 

bilde  in  schiefer  Lage  jenes  Ziel  stets  erreichen  gegeneinander  verschoben  wurden.    In 

kann,  wenn  drei  (aber  auch  mindestens  drei)  ^^^^^^^^  ^2X1'^  bleibt  doch  jedes  Element 

Zwischenglieder    passend    aufgesucht    werden,  ,        .         r\  \.•^;^      :\          iu       x.     i.-       a 

und  zwar  zwei  ungleichartige  und  ein  gleich-  des  einen  Gebildes  demselben  bestimmten 

artiges.  Element  des  andern  Gebildes  zugeordnet, 

aber  dieses  Entsprechen  ist  nicht  mehr 

Erkl.  70.    In  Antwort  23  braucht  für  die  unmittelbar  durch  die  Konstruktion  der 

Definition  zweier  in  perspektivischer  Lage  be-  Figur   hergestellt.      Es    bleibt    vielmehr 

findlichen  Punktreihen  nicht   notwendig   bei-  ^iner    besondern  Aufgabe    vorbehalten, 

gefugt  zu  werden,   dass  sie  in  gleicher  Ebene  i.      j      j-   •     •       r»  r        ••    j                  ^ 

liegen   müssen.     Denn   da   ein    gemeinsamer  entweder  diejenige  Ortsveranderung  auf- 

Strahlenbüschel  beide  projizieren  soll,  so  müssen  ZUSUChen,  durch  welche  zwei  projektivisch 

die  Punktreihen  diese  Bedingung  von  selbst  verwandte  Gebilde  aus  solcher  schiefen 

erfüllen.     Wohl    aber  musste    bei   Strahlen-  ^.^^^  in  perspektivische  verbracht  wer- 

buscheln   und   Ebenenbuscheln   die   Bedingung  j    °  ,  ..                j        ■,.   •     •       -w   ;\     i.     ii 

gemacht  werden,  dass  jene  derselben  Ebene,  den  können,  oder  diejenige  Mmdestzahl 

diese  demselben  Bündel  angehören.    Es  können  VOn  Zwischengliedern  aufzusuchen,  mit- 

nämlich   auch    zwei   projektivisch    verwandte  tels  deren  durch  eine  fortlaufende  Reihe 

Punktreihen   auf  kreuzenden   Geraden  yon  Projektionen  das  zweite  Gebilde  aus 

liegen,  wenn  sie   durch  einen  gemeinsamen  ,             \                   i.          ;i       i      „ 

Ebenenbüschel  ausgeschnitten  werden,   es  dem  ersten  erzeugt  werden  kann. 

könnenzweiprojektivisch verwandte  Strahlen-  i     ai      o    i,      -i         -„^    u^v,,-;4-„4^    ^^^ 

büschel  auf  verschiedenen  Ebenen  liegen,  4.  Als  Schreibweise  benutzt   man 

wenn  sie  in  diesen  ebenfalls  durch  einen  ge-  für     die     projektivische    Beziehung     in 
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meinsamen  Ebenenbüschel  ausgeschnitten   s cliief er  Lage  das  Zeichen /\,  bei  per- 
werdeu:  dann  heissen  diese  Gebilde  aber  nicht    gpektivischer  La^e  das  Zeichen  /\. 
perspektivisch.     Ebenso    entstehen   projek-      ^  ° 

tivisch  verwandte  Ebenenbüschel,  aber  in 
schiefer  Lage,  wenn  ihre  Achsen  einander 
nicht  sehneiden,  mögen  sie  auch  durch  die  Pro- 
jektion derselben  Punktreihe   erzeugt   werden. 


Figur  13. 


t^S. 


Frage  25.  Zu  welchen  Beobachtun- 
gen veranlassen  eine  Punktreihe  und 
ein  Strahlenbüschel,  welche  pro- 
jektivisch  verwandt  sind  in  per- 
spektivischer Lage? 


Erkl.  71.  Die  Konstruktionsaufgabe, 
zu  jedem  Punkt  der  Punktreihe  t  den  ent- 
sprechenden Strahl,  bezw,  umgekehrt  zu  jedem 
Strahl  des  Büschels  S  den  zugeordneten  Punkt 
der  Punktreihe  t  zu  finden,  ist  im  vorliegenden 
Falle  die  denkbar  einfachste:  Man  verbindet 
den  Punkt  A  mit  dem  Scheitel  S,  bezw.  man 
bringt  den  Strahl  p  zum  Schnitt  mit  dem 
Träger  t;  oder:  man  zeichnet  die  Verbin- 
dungsgerade des  Punktes  B  mit  dem  Scheitel  S, 
bezw.  man  konstatiert  den  Schnittpunkt  des 
Strahles  q  mit  dem  Träger  t. 

Erkl.  72.  Noch  wichtiger  als  in  der  Plani- 
metrie ist  in  der  projektivischen  Geometrie  die 
Bezeichnnngsweise  der  Elemente  der  Fi- 
guren, denn  hier  kann  eine  ordnungsgemässe 
Bezeichnung  unendlich  viel  zum  Verständnis 
sowohl  der  Figuren  als  auch  des  Textes  bei- 
tragen. Eine  wichtige  Regel  ist  die,  homologe 
Elemente  verschiedener  Gebilde  (Figur  13)  wo- 
möglich mit  gleichen  Buchstaben  zu  bezeichnen, 
wohl  auch  zusammengehörige  Elemente  durch 
benachbarte  Buchstabengruppen  des  Alphabets 
(o,  &,  c  •  •  • ,  p,  q,r  ■ '  -,  u,  v,w---) ;  nicht  gleich- 
wertige Elemente  durch  entfenitstehende  Buch- 
staben.   Abkürzend  bezeichnet  man   auch  mit 


Antwort.  1.  Wenn  die  Punktreihe  f 
und  der  Strahlenbüschel  S  in  Figur  13 
projektivisch  in  perspektivischer  Lage 
sind,  so  entspricht  jedem  Punkt  Ä  oder  B 
der  Punktreilie  der  Verbindungsstrahl  SA 
oder  SB  als  zugeordneter  Strahl  a  oder  b, 
und  umgekehrt  jedem  Strahl  p  oder  q 
des  Büschels  dessen  Schnittpunkt  (pt) 
oder  {q  f)  als  zugeordneter  Punkt  P  oder  Q. 

2.  Bezeichnet  man  mit  i^den  unend- 
lich fernen  Punkt  der  Punktreihe  t, 
so  entspricht  ihm  der  Parallelstrahl/. 
Nimmt  man  also  an,  dass  die  Gerade  i 
nur  einen  einzigen  unendlich  fernen 
Punkt  habe,  der  nach  beiden  Rich- 
tungen dieser  Geraden  erreicht  werden 
kann,  so  muss  man  auch  annehmen,  dass 
es  nur  einen  einzigen  Parallelstrahl 
zu  t  durch  S  geben  kann,  ob  man  einen 
solchen  nach  der  einen  oder  nach  der 
andern  Seite  hin  zeichnen  mag. 

3.  Werden  die  Elemente  eines  der 
Gebilde  /  oder  S  in  einer  bestimmten 
Richtung,  oder  in  der  entgegengesetzten 
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JJ5 die Verbimluügsgeraclc (Verbindungsstrecke)  durchlaufen,  SO  gilt  dasselbe  auch  VOll 

^ri'wS'^-mvtS!  ^'  1^1^'  f!'^^'^^''  ^^^7"-  dem  andern  Gebilde:  die  beiden  entgegen- 
puukt  (Schmttwinkel)  zweier  Geraden  a  und  b,  ,  .  ^t  ^  ■  ^  •  ■,  .  ^ 
mit  (aß)  die  Schnittgerade  (Keilwinkel)  zweier  gesetzten  Verschiebungsrichtungen 
Ebenen  «  und  ß.  Aehnlich  bedeutet  ißt)  die  des  Punktes  auf  dem  Träger  der  Punkt- 
Ebene  durch  Punkt  s  und  Gerade  t,  (ta)  den  reihe  entsprechen  also  den  beiden  ent- 
GeSSet™?r/c' .  .rbefeS  ^J^S^  gegengesetzten  ü  m  d  r  e  h  «  n  g  s  r  i  c  h  - 
büschel  oder  Strahlenbündel,  welcher  aus  dem  tun  gen  des  Strahles  um  den  Scheitel 
Scheitel  .S  die  in  beliebiger  Anordnung  liegenden  des  Büschels  (vergl.  die  Erkl.  31  und  39), 
Punkte  ^,  5,  C  ••  •  projiziert,  t{a,b,C"-)  die  a  T.ipp-t  /wisrhpn  7wpi  bpsfiniTTitpn 
Punktreihe,  welche  auf  dem  Träger  t  durch  die  ^,  *'  Ablegt  zwiscnen  Z^ei  Destimmten 
Geraden  «,  6,  f  •  •  •  ausgeschnitten  wird ;  u.  s.  w.  Elementen  des  einen  Gebildes  em  drittes 

Element    desselben   Gebildes,    so    liegt 

v,nenÄtrnetr?m,k"r'?"Jd  ".^^  f'^^^  «as  entsprechende  dritte  Element 

Strahl  durch  s  entsteht  aus  dieser  Stelle  auch  des  andern   Gebildes    zwischen    den- 

die  andere  Auffassung,  dass  der  Strahlenbüschel  jenigen    beiden    Elementen    dieses    Ge- 

ebenso  viele  Strahlen  enthalte  als  die  Punkt-  bildes,  welche  jenem  ersten  und  zweiten 

wr  ^';!?l^.ill^^^^«'^?."S  punkte  auf  «ein  entsprechen.    Bilden  viele  Elemente  des 
bestimmterstrahl  durch  Sund  umgekehrt  le dem      •        r-i  ,  •,  ■,        •      ,       ,.         .    -r.    -i 

Strahle  von  s  ein  bestimmter  Punkt  auf' «  ent-  einen  Gebildes  eine  bestimmteReihen- 

spricht  (vergl,  Antwort   auf  Frage  16  sowie  folge  von   einem   ersten  Über  ein  be- 

Erkl.  40  und  67).  stimmtes  zweites,  drittes,  viertes  u.  s.  w. 

Erkl.  74.    Bei  der  Umdrehung  um  einen  Z"«!    letzten,    SO    bilden    auch    die    ent- 

Pnnkt  unterscheidet  man  bekanntlich  die  Drehung  sprechenden   Elemente    des    andern   Ge- 

entgegen  odermit  dem  Uhrzeiger  (bezw.  gleich  bildes   die   gleiche  Reihenfolge   VOm 

Erde  um  die  Sonne,  wie  die  Erde  um  sich  selbst,  entsprechenden  Element  des  ersten  über 

oder  ungleich  etc.),  und  bei  leder  gegebenen  Um-  ,       ,         ,  ,  .,  i        i  --^ 

laufsrichtung   kann   sofort   angegeben  werden,  das  homologe  des  zweiten,    des  dritten, 

welche  von  beiden  stattfindet.   Es  könnte  befrem-  des  vierten  ll.  s.w.  zum  homologeil  des 

den,  dass  bei  den  beiden  Durchlaufungsrichtungen  letzten  Elementes. 

einer  Geraden   eine  solche   vereinbarte  Unter-         „    o-    n   •     i  ^         •     -n-         ,^    t 

Scheidung  fehlt.    Doch  hat  dies  seinen  Grund         ^-  Sind  insbesondere  m  Figur  13  die 

in  den  verschiedenen   Lagen,  in  welchen  die  beiden  Punkte  vi  und  £  der  Punktreihe 

Gerade  erscheinen  kann  je  nach  ihrer  Lage  in  getrennt:    innen    durch    P,    aussen 

der  Ebene,  während  der  Strahlenbüschel  stets  ^^^^^  q     ^^    g^j^^j    ^^^^.j^    umgekehrt    die 

so  gesehen  wird,  wie  er  dem  davor  (oder  dar-  i.,'  j^       oixii  i  i 

über)  befindlichen  Auge  erscheint.    Würde  man  beiden  zugeordneten  Strahlen  a  und  h 

die  Uhr  von   der  Rückseite   betrachten,  so  er-  des  Büschels  getrennt:  innen  durch  ^, 

scheint  die  Zeigerdrehung   gerade  umgekehrt;  aussen  durch  q. 
und  gerade  so  erscheint   die  als  positiv  ange-         n    t  •     +  t)     i  +  c  •      tt  ii  •    i 

uommene   Durchlaufungsrichtung   der   Geraden         o.  Liiegt  l^unKt  ö  im   UnenallClien, 

(von   links  nach  rechts)   als    entgegengesetzte,  SO   entsteht   ein  Par  all  el  S  tr  a  hl  en- 

wenn  jemand  dieselbe  vom  oberen  Rande  des  büschel,    von  dem  jeder  Strahl  durch 

Zeichenblattes   her  betrachtet,    d    h    sich   auf  ^^^    entsprechenden    Punkt   von    t    hin- 

das  entgegengesetzte  Ufer  versetzt.    (Betrachtet  ,       ,      ^  ^     -r  •     j.    ±    •      tt         jti 

man   das  Zifferblatt  der  Uhr  von  der  Schmal-  durchgeht.     Liegt   t   im  Unendlichen, 

Seite,   so  verliert  sich  auch   der  Eindruck  der  SO    wird    jeder    Punkt    nur    durch    die 

Drehung,  ebenso  wie  die  Richtung  nach  links  Richtung     des     zugehörigen    Strahles 
oder  rechts  auf  einer  Geraden,  die  von  oben  Scheitel  .S'  angegeben, 

nach  unten  lauft.)  °  ° 

Erkl.  75.  Die  Gleichheit  der  Reihen- 
folge homologer  Elemente  in  perspektivi- 
scher Punktfolge  oder  Strahlenfolge  bleibt  in- 
folgedessen auch  für  alle  projektivischen  Be- 
ziehungen überhaupt  bestehen  und  bildet  dadurch 
ein  oft  wertvolles  Mittel  für  oberflächliche  Prü- 
fung der  Richtigkeit  einer  Figur.  Folgen  ein- 
ander in  einem  beliebigen  aus  einer  ganzen 
Reihe  von  projektivischen  Gebilden  etwa"  die 
Elemente  BGCEAFD,  so  muss  in  jeder  der 
andern  Punktreihen  auch  wieder  die  Reihenfolge 
BGCEAFD,   in  jedem    der  Strahlenbüschel 
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auch  die  Reihenfolge  hgceafd  sein.  So  sind 
in  Figur  13  z.  B.  die  Punkte  A  und  Q  getrennt 
durch  B  in  der  (innern)  Strecke,  die  auch 
Punkt  P  (zwischen  Ä  und  B)  enthält :  durch  F 
in  der  (äussern)  Strecke,  die  P  nicht  enthält. 
Und  ebenso  sind  die  Strahlen  a  und  q  getrennt 
durch  h  in  dem  (innern)  Winkel ,  der  auch 
Strahl  p  (zwischen  a  und  h)  enthält;  durch  f 
in  dem  (äussern)  Winkel,  der  p  nicht  enthält. 


Figur  14. 


^  7\  'S 

Frage  26.  Was  ergibt  die  Betrach- 
tung zweier  projektivisch  ver- 
wandten Punkt  reihen  in  per- 
spektivischer Lage? 

Erkl.  76.  Die  Konstruktionsaufgabe, 
zu  einem  gegebenen  Punkte  A^  der  einen  Punkt- 
reihe den  entsprechenden  Punkt  J.,  der  andern 
Punktreihe  aufzusuchen,  wird  am  besten  ver- 
deutlicht durch  die  Anschreibung  der  aufeinander- 
folgenden Operationen  t^  'f\  S  /  t^ :  oder  in 
Worten:  Durch  Punkt  A^  zieht  man  die  Ver- 
bindungsgerade mit  Scheitel  S  und  bringt 
diesen  Strahl  zum  Schnitt  mit  t^:  der 
Schnittpunkt  ist  A.y  Die  Punktreihen  t^ 
und  /j  sind  beide  in  perspektivischer  Lage 
zu  S,  wie  in  Frage  25  behandelt  wurde;  und 
zwei  gleichartige  Gebilde,  welche  durch  ein 
einziges  ungleichartiges  in  einfachster  Lage- 
beziehung projiziert  werden,  heissen  selbst 
ebenfalls  noch  perspektivisch. 

Erkl.  77.  Sowie  sich  die  Punktreihen  ^, 
und  i^  nicht  mehr  in  perspektivischer  Lage 
befinden,  ist  der  Schnittpunkt  ihrer  Träger 
nicht  mehr  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
beider  Punktreihen,  sondern  muss  zwei   ver- 


A    ^ 


Antwort.  1.  Bilden  t^  und  t^  die 
Bezeichnung  für  die  Träger  zweier 
Pimktreihen  und  zugleich  für  diese 
Puuktreihen  selbst,  sowie  -S  für  den 
Scheitel  des  projizierenden  Büschels  und 
zugleich  für  diesen  Büschel  selbst,  so 
muss  nach  Antwort  23  t^^S  und  zu- 
gleich t^'i\S  sein:  dann  ist  t^^t^.  Es 
liegen  also  vereinigt  je  zwei  homologe 
Punkte  der  beiden  Punktreihen  t^  und  /., 
mit  dem  zugeordneten  Strahle  des  Bü- 
schels S'. 

2.  Umgekehrt  ist  es  eine  charak- 
teristische Eigenschaft  der  pro- 
jektivischen  Lage  zweier  projek- 
tivisch verwandten  Punktreihen,  dass 
die  Verbindungsgeraden  je  zweier 
entsprechenden  Punkte  der  beiden  Punkt- 
reihen sämtlich  durch  einen  einzigen 
bestimmten  Punkt  hindurchgehen,  also 
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schiedeue  Benennungen  erhalten,  je  nach-  einen    StrahlenbÜSChel    I.   KlaSSe 

dem   er   als  Punkt  i»j    der  ersten,    oder   als  erzeup-en 

Punkt  E^  der  zweiten  Punktreihe  angesehen  °     ' 

wird.    In  solchem  Falle  (vergl.  Frage  30)  ent-       3.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden 

spricht  dem  Punkte  Z),  von  ^,  irgend  ein  sonstwo  /   und  L  ist  ein  gemeinsamer  Punkt 

S^S^'^^vf  ^^^.[n^hÄ!'^l1"  """^  l'""  der  beiden  Punktreihen.  Heisst  er  in 
Punkte  i/o  von  t^  ein  ebenialls  anderswo  lie-  ,  .  -r,  m  T^  n  ■,  i  i 
gender  Punkt  ^,'der  Punktreihe  t,.  Durch  die  der  ersten  Reihe  Z)„  SO  findet  man  den 
Eigenschaft  des  Selbstentsprechens  ist  also  entsprechenden  Punkt  auf  t^  als  Schnitt- 
ausgesagt, dass  wenn  man  zu  einem  solchen  punkt  VOn  t,  mit  dem  Strahle  SD. :  dies 
Elemente  das  zugeordnete  auft^^^^^^^  ist  aber  derselbe  Punkt  D.  Folglich 
die  ganze  Kerne  der  etwa  dazu  notigen  Opera-  ,  •  i  ^  t  -r^  ,  .  v  •  , 
tionen  nicht  zu  einem  andern  Elemente  geführt,  bezeichnet  man  diesen  Punkt  zugleich 
sondern  wieder  zum  Ausgangselemente  zurück-  als  Dj  uud  D^  oder  als  D^,^:  er  ist  sich 
geführt  wird.  selbst  entsprechend,  oder  sich  selbst 

Erkl.  78.    Die  Namen  Fluchtpunkt  und  zugeordnet  oder  sich  selbst  homolog. 
Gegenpunkt   stammen  aus  andern  (älteren)         4.  Bezeichnet   man   mit   F.    den   un- 

iÄ"t'n!^rf'nf'/..^i^^^^^^^^  endlich   fernen  Punkt   der  ersten 

ach  der  Baukunst  und  der  Schattenlehre,  wo-  -r,     ^  ,     .,       ,  .       •  1  .     i  n 

selbst  mit  diesen  Namen   (vergl.  auch  später  Punktreihe  t^,  SO  entspricht  demselben 

Fluchtlinie   oder   Gegenachse   in   Antwort   29)  als  F^  derjenige  Punkt  VOn  ^.„  in  welchem 

Elemente  von  gleicher  oder  analoger  Eigen-  diese  Gerade  von  dem  Parallelstrahl  /" 


Schaft,   wie  in   der  projektivischen  Geometrie, 
bezeichnet  worden  sind. 

Erkl.  79.  Durch  Einzeichnung  der  ver- 
schiedenen Elemente,  welche  besondere  Be- 
sprechung erheischten,  ist  in  Figur  14  auf  t^ 
die  Reihenfolge  entstanden: 

ebenso  im  Büschel  S  die  Reihenfolge: 

und  in  Punktreihe  t^  wiederum: 

Bei  dieser  Durclilaufung  beider  Punktreihen  hat 
man  aber: 


ZU  t^  durch  S  getroffen  wird ;  umgekehrt 
entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkte 
6r2  der  Punktreihe  t^  der  Schnittpunkt 
von  ifj  mit  dem  Parallelstrahl  g  \\  t^ 
durch  S.  Diese  Punkte  F^  und  G■^, 
welche  in  einer  Punktreihe  dem  un- 
endlich fernen  Punkte  einer  andern 
Punktreihe  entsprechen,  werden  genannt: 
Fluchtpunkt  oder  Gegenpunkt. 


auf  ^1 

von  JDj  über  Ä^  nach  G^ 

von  6'i  über  P^  u.  B^  nach  ooi^'j 


auf  ^2 

von  D^  über  Ä^  nach  oo  G^ 
von  00  G^  über  P,  u.  B^  nach  F^ 

von  ^2  ^^6^  ^2  Ji^ch  Do 


Richtung 

beide  vom  Schnittpunkt  fort, 
^1  vom  Schnittpunkt  fort, 
t.2  zum  Schnittpunkt  hin, 
beide  zum  Schnittpunkt  hin. 


5.  Wird  die  eine  der  beiden  Punkt- 


von  00  Fj  über  Q^  nach  D^ 

Man  sieht,   dass  der  Wechsel  jeweils  beim 
Ueberschreiten  der  Fluchtpunkte  stattfindet,  und 

gleichzeitig  mit  einem  Wechsel  des  Umstandes.  .,          .      r,  t  1  •          ir  i,i.           j         i 

ob  die  zugeordneten  Punkte  von  gleichen,  oder  reihen   m   beliebiger  Richtung   durch- 

von  entgegengesetzten  Halbstrahlen  des  laufen,     SO    folgt    daraus     auch    eine 

Büschels  S  projiziert  werden.  bestimmte  Durchlaufung   des   Strahlen- 

„  ,,    „„      ^        ,         .      ,               .  büschels   und    der   andern   Punktreihe; 

Erkl,  80.     In   anderer   Anschauungsweise  jji-               j--n-i        ^i         ;i 

erkennt  man,  dass  im  Schnittpunkt  der  Träger  "^d   dabei   muss   die  Reihenfolge   der 

t,  und  ^2  jeweils  zwei  Scheitelwinkel  ent-  entsprechenden  Elemente  in  jedem  der 

stehen,  auf  deren  Schenkeln  gleiche  Durch-  drei  Gebilde  jedesmal  die  gleiche  werden ; 

laufuugsrichtung  in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt  ^^^^  ^^^^^^  j^uss  eine  Trennung  zweier 

besteht,  und  zwei  andere  Scheitelwinkel,  T^^          i.    j       t_          •       j            .  "^      . 

auf   deren    Schenkeln    entgegengesetzte  Elemente  durch  zwei  andere  Wie m einem 

Durchlaufungsrichtung  in  Bezug  auf  den  Schnitt-  Gebilde,  SO  in  jedem  andern  in  gleicher 

punkt  besteht :  So  hat  man  in  Figur  14  auf  den  Weise  wiederkehren.    Da  hierbei  einem 

Schenkeln  des  Winkels  Q  DP    beide  Male  Ueberschreiten  des  Fluchtpunktes  in  der 

Richtung  zum  Schnittpunkte  hin,   im  Scheitel-  .          t»ij.-i         --nV             j       i. 

Winkel  B,DÄ,  beide  Male  Richtung  vom  einen  Punktreihe  em  Durchgang  durchs 

Scheitel  fort;  dagegen  auf  den  Schenkeln  des  Unendliche   in  der  andern  Punktreihe 
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Winkels  Q^  DÄn  einmal  hin  und  einmal  fort 
und  ebenso  auf  den  Schenkeln  des  Seheitel- 
winkels  B^DP^  einmal  fort  und  einmal  hin; 
also  auf  den  Schenkeln  der  beiden  erstgenann- 
ten Scheitelwinkel  gleiche,  auf  denen  der 
beiden  letztgenannten  ungleiche  Richtung 
der  Punktreüien.  Schon  hier  ist  bemerkens- 
wert, dass  der  Träger  des  Strahlen- 
büschels, welcher  durch  die  Verbindungs- 
geraden der  entsprechenden  Punkte  beider  Punkt- 
reihen entsteht,  sich  in  einem  derjenigen  Scheitel- 
winkel befinden  muss,  dessen  Schenkel  ent- 
gegengesetzte Durchlaufungsrichtung  der 
Punktreihen  aufweisen. 

Erkl.  81.  Während  im  nebenstehenden  Satze 
das  Selbstentsprechen  des  Schnittpunktes  nur 
als  Folge  der  projektivischen  Lage  ausge- 
sprochen werden  kann,  so  wird  sich  später 
auch  die  Umkebrbarkeit  dieses  Satzes  zeigen, 
dass  nämlich  das  Selbstentsprecben  des  Schnitt- 
punktes zweier  projektivisch  verwandten  Punkt- 
reihen auch  als  Erkennungszeichen  der  per- 
spektivischen Lage  derselben  gilt,  so  dass  auch 
diese  letztere  Lagebeziehung  als  notwendige 
Folge  aus  jener  Eigenschaft  des  Selbstent- 
sprechens hervorgeht. 


entspricht,  so  tritt  bei  diesem  Ueber- 
gang  jedesmal  ein  \Yechsel  ein  aus  der 
Richtung  zum  Schnittpunkt  D  der  Träger 
hin  zu  der  Richtung  vom  Schnittpunkt  D 
weg  (vergl.  ErkJ.  79)  und  umgekehrt. 

6.  Ueber  die  besondern  Fälle,  welche 
durch  unendlich  ferne  Lage  einzelner 
Figurenteile  herbeigeführt  werden,  sehe 
man  die  Aufgabensammlung  am  Schlüsse 
dieses  Teiles  (Aufgabe  56). 

7.  Als  wichtiges  Ergebnis  bleibt  der 
Satz: 

Satz  1.  Wenn  zwei  projektivisch 
verwandte  Punktreihen  sich  in 
perspektivischer  Lage  befinden, 
so  erzeugen  die  Yerbindungs- 
geraden  je  zweier  entsprechen- 
den Punkte  einen  Strahlen- 
büschel L  Klasse,  und  der  Schnitt- 
punkt beider  Träger  ist  ein  selbst- 
entsprechender Punkt. 


Frage  27.  Was  ergiebt  die  Be- 
trachtung zweier  projektivisch  ver- 
wandten Strahlenbüschel  in  per- 
spektivischer Lage? 

Figur  15. 


Si  7\  «  7^  5,. 


Antwort.  1.  Bilden  Sj  und  S^  die 
Bezeichnung  für  die  Scheitel  zweier 
Strahlenbüschel  und  zugleich  für  diese 
Strahlenbüschel  selbst,  sowie  t  für  den 
Träger  der  projizierenden  Punkt- 
reihe und  zugleich  für  die  Punkt- 
reihe selbst,  so  muss  nach  Antwort 
au^Frage  23  S\  "^  t  und^ zugleich 
S.2  V\  t  sein:  dann  ist  Sj  "'  S^_.  Es 
liegen  also  vereinigt  je  zwei  ho- 
mologe Strahlen  der  beiden  Strahlen- 
büschel Sj  und  6*2  mit  dem  zu- 
geordneten Punkte  der  Punktreihe  t. 
2.  Umgekehrt  ist  es  eine  charak- 
teristische Eigenschaft  der  per- 
spektivischen Lage  zweier  pro- 
jektivisch verwandten  Strahlen- 
büschel, dass  die  Schnittpunkte 
je  zweier  entsprechenden  Strahlen 


Erkl.  82.  Die  Konstruktionsaufgabe,  der  beiden  Büschel  sämtlich  auf  einer 
zu  einem  gegebenen  Strahl  a,  des  einen  Strahlen-  (.in/io-pn  bpstiminfpn  ftpnflPTi  lipcrpn 
büschels  den  entsprechenden  Strahl  des  andern  t^inzigen  DesUmmten  Lreraden  liegen, 
Strahlenbüschels  aufzusuchen,  wird  am  besten  ^Iso  eine  Punktreihe  L  Ordnung  er- 
verdeutlicht durch  die  Anschreibungderauf-  zeugen  (Figur  L5  und  16). 
einanderfolgenden  Operationen:  s,  ä^xs»;  3.  Die  Verbindungsgerade  der 
oder  in  Worten:  Den  Strahl  a,  bringt  man  gchpitel  S  und  .S  ist  pin  P-pnipin- 
zum   Schnitt   mit  Träger   t  und  verbindet  ^^^^eirei    ö      UllQ    ö.    ist    em    gemein- 

diesen  Schnittpunkt  mit  Scheitel  Sj:  der  V er-  i^amer   Strahl    der   beiden   Strahlen- 

bindungsstrahl  ist  Oj.  büschel.   Heisst  er  in  dem  ersten  Büschel 
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Erkl.  83.    Die  beiden  Stralilenbüschel  s,  d.,   SO  findet  man  den  entsprechenden 
und  5,  sind  in  perspektivischer  Lage,  weil  ihre  gti-ahl  in  S     als  Verbinduno-sstralil  von 
Verwandtschaft  durch  die  Vermittlung  dasein-  J'^i'^^^^  "^  »^2  ^^^   >  ei  Dinaungbbirani  VOn 
zigen  Gebildes  niergestellt  ist  —  und  sie  zu-  ^^2   ^^it   dem   Schnittpunkt   {d^t):    dieser 
gleich  in  gemeinsamer  Ebene  liegen.   Der  erste  ist  aber  derselbe  Strahl  d.     Folglich 
Teil  dieser  Aussage  bleibt  bestehen,  wenn  man  bezeichnet   man    diesen   Strahl   zugleich 
etwa  die  Zeichenebene  als  ein  Doppelblatt  an-      i     ^         j     i       j         ^      j      .         •  .     •  , 
sieht,  im  einen  Blatt  S„  im  andern  S^  gezeichnet  ais  «i  lino.  a,  oaer  ais  a^,^.  er  ist  SICH 
denkt,  und  dann  die  längs  der  Geraden  t  auf-  selbst  entsprechend,  oder  Sich  selbst 
einander  gelegten  Ebenen  um  diese  Gerade  als  zugeordnet,   oder  sich  selbst  homolog. 
Achse  auseiuanderdreht.    Dann  liegen  die       4,  xjnter  den  Strahlen  des  Büschels 
beiden    Strahlenbusch el    in    verschiedenen  o     v    /.    -i  -      •  ••  ■,       •      -p         n    1 
Ebenen,  und  es  erzeugen  zwar  ebenfalls  die  '^1    ^ennaet    Slcn    aucü    em    raraJiei- 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  die  Punkt-  Strahl  zur  Geraden  ^,  welcher  dieselbe 
reihe  I.  Ordnung  t,  aber  ein  geraeinsamer  Strahl  im  unendlich  fernen  Punkt  F  trifft.    Zu- 
ist nicM  mehr  vorhanden.   Man  hat  daher  nicht  geordnet  ist  demselben  folglich  derjenige 
mehr  die  perspektivische  Lage,  allerdings  auch  5-11             o            i  u  u     i?  n  i 
nicht  den  gewöhnlichen  Begriff  der  schiefen  Strahl  von  S.,   welcher  ebenfalls  nach 
Lage,  weil  eben  beide  Strahlenbüschel  nicht  in  dem    unendlich    fernen    Punkt    F  geht, 
gleicher  Ebene  liegen.  also    ebenfalls    Parallelstrahl   zu  t 

„,,  „.    T.  •  o^   v,i    V   V.  1  ist-     Dies   sind   aber   die   beiden    ein- 

Erkl.  84.   Liegen  zwei  Strahlenbuschel  zwar      •  •        j  jx-r.ni 

in  gleicherEbene,  aber  nicht  in  perspektivischer  ^igen  einander  zugeordneten  Parallel- 

Lage,  so  ist  die  Verbindungsgerade  ihrer  Scheitel  Strahlen  beider  Büschel,  oder  F  ist  der 

nicht  mehr  sich  selbst  entsprechender  Strahl  einzige  im  Unendlichen  liegende  Punkt, 

l)eider  Büschel,  sondern  muss  zwei  ver-  in  welchem  zwei  entsprechende  Strahlen 
schiedene  Benennungen  erhalten,  le  nach-      .        j      j.     ä  /-«r       -i..   /..       •  t_x    i. 

dem  er  als  Strahl  ci,   des  ersten  oder  als  einander  treffen.    (Man  durfte  nicht  etwa 

Strahl   e^    des   zweiten    Strahlenbüschels   an-  den    selbstentsprechenden    Doppelstralil 

gesehen   wird.     In   solchem  Falle   entspricht  c?^,2  auch  als  einen  sich  selbst  parallelen 

dem  Strahle  (i    von  S,  irgend  ein  anderswohin  auffassen:    d^  \\  d.    mit   Schnittpunkt   im 

gehender  Strahl  d„  des  Buscheis  ä,,   und   dem  tt       jv  1  -i     1    ci  i.    -xi        i  i.     • 

Strahle   .,  von  s,   ein   ebenfalls   sonstwohin  Unendhchen,  weil  als  Schnittpunkt  eines 

gehender  Strahl  e^  des  Büschels  s^  Doppelstrahls  jeder  Punkt   Überall  auf 

der  ganzen  Geraden  d  angesehen  werden 

TT  ^'^K^^*  ^\^^^  gerade  Linie  sich  ins  könnte;  vielmehr  ist  als  Schnittpunkt 
Unendliche  erstreckt,  so  kommt  bei  der  Punkt-  ^j'j?  t~»ix7-,  i  \ 
reihe  ein  besonderer  Fall  mit  dem  unendlich  ^^n  d^  und  d^  nur  Punkt  B  anzusehen.) 
fern  liegenden  oder  uneigentlichen  Punkt  der  5.  Wird  der  eine  der  beiden  Strahlen- 
Eeihe  vor.  Beim  Strahlenbüschel  aber  büschel  in  beliebiger  Eichtung  durch- 
kommen keine  solchen  besonderen  Elemente  vor,  lanfpp  ^f^  f^lo-t  daran«;  anrh  pi'tip  bp- 
deshalb  auch  keine  neuen  Benennungen  ent-  ^f.UI^»'  ^0  lOlgt  üaraus  aucn  eine  De- 
sprechend Fluchtpunkt  und  Gegenpunkt.  -  Da-  stimmte  Durclilaufung  der  Punktreihe 
gegen  erfordern  besondere  Beachtung  diejenigen  und  des  andern  Strahlenbüschels;  und 
Fälle,  bei  welchen  zugeordnete  Strahlen  beider  dabei  muss  die  Reihenfolge  der  ent- 
Büschel parallel  lauten,  also  unendlich  fernen  sprechenden  Elemente  in  jedem  der  drei 

Schnittpunkt  haben.     Es  kann  namlich  bei  der  X^,  .,,       .    ,  i      t         ,   •  ,  -, 

schiefen  Lage  zweier  projektivischen  Strahlen-  Gebilde   jedesmal    die   gleiche  werden ; 

büschel  vorkommen,   dass  .sie  kein  oder  ein  und  ebenso  muss  die  Trennung  zweier 

oder  zwei  Paare  von  zugeordneten  Parallel-  Elemente   durch   zwei  andere,    wie  in 

strahlen  haben.     (Sowie  etwa  drei  Paare  zu-  ^^„aw,     noV>ii/iö       orv    \-r^     \^Aa-rr,     nx^Ao^-^-r^ 

geordneter  Strahlen  parallel  wären,  so  müssten  ^;?^J^J^^^1^^^'     ^^    ^^    J^^^"^     ^^^^^^ 

ulle    Paare    entsprechender   Strahlen    parallel  Wiederkehren. 

sein,  und  man  hätte  einen  besonderen  Fall  —  Hierbei  ist  aber  ein  wichtiger  Unter- 
siehe die  Aufgaben  63  bis  68  der  Aufgaben-  schied  darnach  ZU  beobachten,  ob  die 
Sammlung  am  Schlüsse  dieses  Teils.)  1,^^^^^^  Scheitel  S,  und  Ä^  auf  gleicher 

Erkl.  86.  Die  Reihenfolge  der  Elemente  f  ^^*^  ^^^^  auf  ungleicher  Seite  von 
im  Büschel  S,  der  Figuren  15  und  16  ist  beide  der  Graden  t  hegen.  Im  ersten  Falle 
Male  a^h^d^cj^a^,  folglich  auch  bei  der  Punkt-  (Figur  15)  haben  nämlich  auch  die  ein- 
reihe ^^DCi?'^  und  beim  Büschel  «2  ebenfalls  ander  zugeordneten  Durchlaufungsrich- 
a,\d^c  Ua,  Dabei  wird  Büschel  S,  jedesmal  Zungen  der  beiden  Büschel  um  ihre 
m  der  (positiven)  Umlaufsrichtung  gegen  den  ^i  1  -^  1  i-i  -ri-ix  •  ixx 
Uhrzeiger  durchlaufen,  für  Büscbel  S,  aber  ist  Scheitel  gleiche  Richtung,  im  letzten 
in  Figur  15  die  entsprechende  Umlaufsrichtung  Falle    (Figur    16)    entgegengesetzte 
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ebenfalls  (positiv)  gegen  den  Uhrzeiger,  in 
Figur  16  dagegen  für  S^  (negativ)  mit  dem 
Uhrzeiger.  Die  Pimktreihe  t  läuft  dabei  jedes- 
mal gleich  mit  jedem  Büschel,  aber  der  Unter- 
schied entsteht  dadurch,  dass  die  Scheitel  Sj  S.^ 
in  Figur  15  auf  derselben  Seite  von  t,  in 
Figur  16  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  t 
liegen.  (Würde  man  es  nach  Erkl.  69  für  zu- 
lässig erklären,  den  einen  Strahlenbüschel  durch 
Umklappung  um  die  Gerade  t  als  Achse  auf 
die  entgegengesetzte  Halbebene  jenseits  t  zu 
übertragen,  so  würde  sich  auch  dessen  Umlaufs- 
richtung dabei  in  die  entgegengesetzte  ver- 
ändern. ) 


Erkl.  87.  Man  erkennt  ohne  Mühe  eine 
gewisse  Uebereinstimmung  oder  ein  gesetz- 
mässiges  Entsprechen  in  den  Sätzen  1  und  2. 
Diese  Gesetzmässigkeit  wird  später  zum  Gegen- 
stand ganz  besonderer  Untersuchung  gemacht 
werden  und  bildet  eine  sehr  wichtige  Grund- 
lage der  weiteren  Betrachtungen.  —  Auch  für 
Satz  2  gilt  derselbe  Zusammenhang  zwischen 
perspektivischer  Lage  und  dem  Selbstentsprechen 
des  gemeinsamen  Strahls  zweier  Büschel,  wie 
solches  in  Erkl.  81  über  den  Zusammenhang 
zwischen  perspektivischer  Lage  und  dem  Selbst- 
entsprechen des  gemeinsamen  Punktes  zweier 
Punktreihen  ausgesagt  wurde. 


Richtung:  man  nennt  sie  im  ersten 
Falle  gleichlaufend  oder  gleichstimmig 
oder  gleichsinnig,  im  zweiten  Falle  un- 
gleichlaufend oder  ungleichstimmig  oder 
un  gleichsinnig. 

6.  Ueber  die  Behandlung  besonderer 
Fälle  der  Figuren  15  und  16  sehe  man 
wieder  in  der  Aufgabensammlung  am 
Schlüsse  dieses  Teils. 


7.  Als  wichtigstes  Ergebnis 
die  Sätze: 


bleiben 


Satz 2.  AVenuzweiprojektivisch 
verwandte  Strahleubüschel  sich 
in  perspektivischer  Lage  befin- 
den, so  erzeugen  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  entsprechen- 
den Strahlen  eine  Punktreihe 
I.  Ordnung,  und  die  Verbindungs- 
gerade beider  Scheitel  ist  ein  selb  st - 
entsprechender  Strahl. 

Satz  3.  Zwei  Strahlenbüschel, 
welche  beide  mit  derselben  Punkt- 
reihe projektivisch  in  perspektivi- 
scher Lage  sind,  sind  gleichlau- 
fend oder  ungleichlaufend,  je 
nachdem  ihre  Scheitel  auf  gleicher 
oder  ungleicher  Seite  des  Trä- 
gers der  Punktreihe  liegen. 


Figur  16. 


Frage  28.  Was  ist  zu  sagen  über 
ein  ebenes  System  und  einen  pro- 
jektivisch   verwandten    Strahlen- 

!'n^?.^r.!iA^r'"?f°^^^'   '"^'k^^/^'^J       Antwort.     1.  Wenn  die  Ebene  a 
in  perspektivischer  Lage  befinden.^  ^^^  d,^,  Strahlenbündel  6'  in  Fig.  17 

projektivisch  in  perspektivischer 
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Figur  17. 


Erkl.  88.  In  Figur  17  sind  (aa)  und  (ba) 
die  Schnittpunkte  A  und  B  der  Geraden  a  und  b 
mit  Ebene  «,  (Sni)  und  (Sn)  die  Verbindnngs- 
ebenen  fj.  und  j'  des  Punktes  'S  und  der  Geraden 
m  und  n.  Die  Ebenen  /j.  und  v  schneiden  ein- 
ander in  der  Geraden  a,  Ebene  v  enthält  die 
Geraden  o,  b  und  w,  sowie  die  Parallele  zu  n 
durch  S;  Ebene  ,a  enthält  die  Geraden  m  und  er, 
welche  beide  dem  Strahlenbüschel  (Sm)  an- 
gehören, sowie  die  Parallele  zu  »n  durch  S. 
Nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  G  gehen  die 
Gerade  n  und  deren  Parallele  durch.  S,  nach  F 
gehen  die  Gerade  m,  deren  Parallele  durch  S, 
sowie  die  beiden  eingezeichneten  Parallelen  in 
der  Ebene  «. 

Erkl.  89.  Legt  man  durch  die  Gerade  b 
und  jeden  Punkt  der  Punktreihe  m  je  eine 
Ebene,  so  entsteht  ein  Eb enenb tisch el  mit 
der  Geraden  SB  als  Achse,  von  welchem  je 
eine  Ebene  eine  der  Geraden  des  Büschels  (Sm) 
enthält.  Dieser  Ebenenbüschel  wird  geschnitten 
von  der  Geraden  m  in  einer  Punktreihe  der- 
art, dass  jedem  Punkt  der  Punktreihe  die  durch 
ihn  gehende  Ebene  des  Ebenenbüschels,  und 
jeder  Ebene  des  Ebenenbüschels  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Geraden  m  entspricht.  Man  hat 
also  projektivische  Verwandtschaft  mit 
perspektivischer  Lage  zwischen  dem 
Ebenenbüschel  (Achse  b)  und  der  Punkt- 
reihe m.  Dem  unendlich  fernen  Punkte  F 
von  m  entspricht  diejenige  Ebene  des  Ebenen- 
büschels, welche  durch  b  und  F  bestimmt  ist, 
also  die  einzige  durch  Achse  b  zu  legende 
Parallelebene  zur  Geraden  m.  Im  übrigen 
gelten  für  dieses  Verhältnis  zwischen  Ebenen- 
büschel und  Punktreihe  die  analogen  Beziehun- 
gen, die  in  Antwort  auf  Frage  26  zwischen 
Strahlenbüschel  und  Punktreihe  gefunden  waren. 

Erkl.  90.  Legt  man  durch  die  Gerade  b 
und  jede  Gerade  des  Strahlenbüschels  .B  in  « 
je  eine  Ebene,  so  entsteht  wieder  derselbe 
Ebenenbüschel  mit  Achse  SB.  Dieser  Ebenen- 
büschel wird  geschnitten  von  der  Ebene  «  in 
dem  Strahlenbüschel  derart,  dass  jedem  Strahl 
des  Strahlenbüschels  die  durch  ihn  und  die 
Achse  SB  gehende  Ebene  des  Ebenenbüschels, 
und  jeder  Ebene  des  Ebenenbüschels  die  Schnitt- 


Lage  sind,  so  entspricht  jedem  Punkte 
Ä  der  Ebene  a  die  Verbindung-s- 
g  er  ade  SÄ  als  Strahl  des  Bündels  und 
umgekehrt  jedem  Strahle  b  des  Bün- 
dels der  Schnittpunkt  (ba)  als  Punkt 
B  der  Ebene  —  jeder  Geraden  m 
der  Ebene  die  Ebene  (Sm)  als  Ebene 
lii  des  Bündels  und  umgekehrt  jeder 
Ebene  v  des  Bündels  ihre  Schnittkante 
(va)  mit  der  Ebene  a  als  Strahl  w  der 
Ebene.  Einer  Punktreihe  m  der  Ebene 
entspricht  der  Strahlenbüschel  (Sm) 
des  Bündels  in  der  Ebene  ^it,  und  um- 
gekehrt; einem  Strahlenbüschel  ß 
der  Ebene  entspricht  der  Ebenen- 
büschel mit  Achse  SB  im  Bündel, 
und  umgekehrt. 

2.  Einem  unendlich  fern  liegenden 
Punkte  F  der  Ebene  a  entspricht  der 
nach  demselben  unendlich  fernen  Punkt 
i^  gehende  Strahl  durch  S:  derselbe  liegt 
in  jeder  der  sämtlichen  Ebenen  durch  S 
und  eine  beliebige  Gerade  in  a,  welche 
nach  demselben  Punkte  F  geht.  Da 
man  angenommen  hatte,  dass  sämt- 
liche unendlich  fernen  Punkte 
der  Ebene  a  eine  einzige  unend- 
lich fern  liegende  Gerade  f  er- 
füllen, so  muss  man  auch  annehmen, 
dass  sämtliche  Parallelstrahlen 
durch  S  zu  irgend  welchen  Geraden  in 
der  Ebene  a  eine  einzige  Ebene  er- 
füllen, welche  durch  S  zur  Ebene  a 
parallel  gelegt  werden  kann;  denn  alle 
diese  Strahlen  gehören  derjenigen  Ebene 
an,  welche  bestimmt  ist  durch  den 
Punkt  S  und  jene  unendlich  ferne  Gerade. 

3.  Aus  der  vorigen  Ueberlegung  folgt, 
dass  wenn  statt  der  Ebene  a  die  un- 
endlich ferne  Ebene  des  Raumes 
genommen  wird,  auch  dann  jeder  unend- 
lich ferne  Punkt  durch  einen  Strahl 
des  Strahlenbündels,  jede  unendlich  ferne 
Gerade  durch  eine  Ebene  des  Strahlen- 
bündels projiziert  wird,  und  umgekehrt. 
Daher  wird  auch  ein  unendlich  ferner 
Punkt  in  der  Zeichnung  nur  angegeben 
werden  können  durch  die  Richtung 
einer  ihn  projizierenden  Geraden,  eine 
unendlich  ferne  Gerade  durch  die  Stel- 
lung einer  sie  projizierenden  Ebene. 
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gerade  mit  der  Ebene  «  entspricht.    Man  hat         4,  Denkt   man    sich   in   der  Ebene  a 

also  projektivische  Verwandtschaft  mit  ^jg  Figur  15  oder  16  und  projiziert  die- 

perspektivischer    Lage    zwischen    dem  ^^  Scheitel  S   des   Strahlenbün- 

Ebenenbuschel    (Achse    0)     und    dem  .jj      o^     •u^     -u-     -u  ^   o 

Strahlenbüschel  B.    Auch  hier  gelten  in  dels  aus,  SO  Wird  der  Strahlenbuschel  «1 

Bezug  auf  Reihenfolge  der  Elemente,  Umlaufs-  projiziert    als    Ebenen  büschel    mit 

richtuag,  Trennung  u.  s.  w.  analoge  Beziehun-  ^^cJjse  SS. ,    der   StrahlenbÜSChel  S.^   als 

r''v7^^^^''^Ti,^f/•^^^?LZ'wr,?  Ebenenbüschel  mit  Ache  SS.,/ und 
Strahlenbüschel  und  Punktreihe  gefunden  wur-   -^"  ^'  . 

den  zwar  derart,  dass  jeder  Ebene  des  einen 

Ebenenbüschels  zunächst  ein  bestimmter 
Erkl.  91.      Statt  den  Ebenenbüschel  mit  Punkt  der  Punktreihe  f,  und  durch  Ver- 
Achse SB  auf  den  Strahlenbüschel  mit  Scheitel  mittelung-  dieses  Punktes  dann  diejenige 
Bin  Ebene  ^^^J^S^JXuSnh'.iX./mit  Ebene  des  andern  Ebenenbüschels  ent- 

selben  auch  auf  den  Strahlenbuschel  {bm)  mit  i  i,     j       1,  j  n -d„^V4^ 

Scheitel  S  in  Ebene  u  beziehen  können.     Und  spricht,  welche  durch  denselben  Punkt 

das  wäre  ohne  jeden  wesentlichen  Unterschied  der  Punktreihe  t  hindurchgeht.     Man  hat 

dieselbe  Betrachtungsweise.     Denn   betrachtet  also  projektivische  Verwandtschaft 

man  für  den  ^^"^^^.^1^':^  ^^^ Jbe^^^^^^^^^^^^  in  perspektivischer  Lage  zwischen 

Achse  h  als  ursprünglich  vorhandenes  Gebilde  ^ .  „^  ,..      ,,  ivv-j 

der  Figur  17,  so  würde  dieser  Ebenenbüschel  zwei  Ebenenbuscheln,  welche  beide 

ganz  gleichwertig  geschnitten  von  der  Ebene  «  demselben  Bündel  angehören;  und 

oder  von  der  Ebene  ^u:  in  ersterer  wird  der  ^jggg  Verwandtschaft  ist   zunächst   ver- 

Strablenbiischel  B  ausgeschnitten     in  letzterer  .      ^    ^^  ^.     pu^ktreihe  f.  -  Nun 

der  Strahlenbuschel  (Sm)   —   es  tauschen  also  .,,        t/-,        i^-                  ovvi 

nur  die  Elemente  B  und  «  mit  s  und  a.  Wird  aber  die  Gerade  f  m  a  vom  bcheitel 

S   des   Bündels    selbst    auch    projiziert 

Erkl.  92.     Mit    dem    Ebenenbüschel    (SB)  ^^j.^]^    ^[^q    Ebene    rSt);    und  die  auf  t 

sind  eine  ganze  Anzahl  von  Punktreihen  und  i               Pnnktreihe    t    wird    üroüziert 

von  Strahlenbüscheln  projektivisch  in  perspek-  gelegene    l-unkireine    ?    ^^r^i    projiziert 

tivischer  Lage.    Alle  diese  Gebilde  sind  folg-  durch  einen  m  dieser  Ebene  liegenden 

lieh  untereinander  ebenfalls  projektivisch  Strahlenbüschel  (St)  derart,  daSS 
verwandt,  nicht  aber  alle  in  perspektivischer  i^^^y  Ebene  eines  der  vorigen  Ebenen- 
Lage.  So  sind  z.  B.  Strahlenbüschel  B  und  l,-;^.v^pi  ^^^^  hpstimmte  vSchnitfo-erade  in 
Puuktreihe  m  in  perspektivischer  Lage,  ebenso  Duscnei  eine  Destimmie  J^cnniiigeiaae  m 
Strahlenbüschel  B  und  Punktreihe  m'  (m')  (m),  der  Ebene  (b  t) ,  und  vermittelst  dieser 

weil  die  Gebilde  jeweils  derselben  Ebene  «  an-  Geraden   dann   diejenige  Ebene    des  an- 
gehören.    Nicht  in  perspektivischer  Lage  aber  ^^^.^  Ebenenbüschels  entspricht,  welche 
befinden  sich  wesen  des  Fehlens  der  letzteren  .       ,     dipcplhp    ftpradp    de«;    Strahlen- 
Eigenschaft  die  Strahlenbüschel  B  und  (Sm),  ^"^^ü   üieseioe  yeraae   aeb   öiramen 
obwohl  je  zwei  entsprechende  Strahlen  einander  bÜSChels  (St)  hindurchgeht, 
im  gleichen  Punkte   der  Punktreihe  m   treffen.         5.  Den  beiden  EbenenbÜSCheln  (SS^) 

Ebenso  sind  projektivisch    aber  nicht  in  per-  ^nd  rSS,>  ist  gemeinsam  die  Ebene 

spektivischer  Lage:    Strahlenbuschel  {Sm)  und  iJj-u-j/^        a        00         a   00 

Punktreihe  m',  weil  beide  Gebilde  verschie-  durch  die  beiden  Geraden  Sb^  und  SS^, 
denen  Ebenen  angehören.  und  da  von   dieser  Ebene  SS^S.^  auch 

nur  eine  einzige  Gerade  f/,.>  der  Ebene 
Erkl.  93.  Dem  unendlich  fernen  Punkt  der      ausgeschnitten  wird,  SO  ist  die  Ebene 

Punktreihe  t  m  Ebene  «  in  Fig.  15  und  16  ent-    00   o         •  1  u    i.       a  1,        -1 

spricht  bei  Projektion  vom  Scheitel  s  des  Bün-  SS^S.^  eine  Selbsten tsp rechende 
dels  (der  Figur  17)  sowohl  im  Ebenenbüschel  SS,,  Ebene.  Man  erhält  daher  auch  hier 
als  im  Ebenenbüschel  SS,  eine  Ebene,  welche  wieder  den  dem  Satz  2  analogen  Satz: 

zur  Geraden  t  parallel  ist,  nämlich  im  Ebenen-  c«*,,  a  ti^^««  r,-^rr.i  r^ ^ /m' «:i l- f  i* 
büschel  (SS,)  die  Ebene  {Sf,),  im  Ebenen-  .Satz  4.  Wenn  zwei  Projekti- 
büschel  (SS.,)  die  Ebene  (S/,).  Jede  dieser  visch  verwandte  Ebenenbuschel 
beiden  Ebenen  enthält  den  Punkt  S  und  den  sich  in  perspektivischer  Lage 
unendlich  fernen  Punkt  F  folglich  auch  die  befinden,  SO  erzeugen  die  Schnitt- 
Verbindungsgerade  S  F.  und  demnach  schneiden  o-PvflHpn  iP  ywPipr  entsnrechen- 
diese  beiden  Ebenen  einander  in  der  Geraden  geiaaen  je  zweier  enispiecuen 
5F|M!i/',  II z-^,  weil  alle  diese  Geraden  durch  den  Ebenen  einen  btrahlen- 
denselben  unendlich  fernen  Punkt  F  hindurch-  büschel  I.  Klasse,  und  die  Ver- 
gehen. Jede  andere  Schnittgerade  zweier  ent-  bindungsebene  beider  Büschel- 
sprechenden  Ebenen  der  beiden  Ebenenbuschel  ofh^PiiistPitiP  spnmtPTit«;nrprhpndp 
trifft  die  Gerade  t  und  damit  die  Ebene  «  im  acnbenisieine  seiDsienisprecnenae 
Endlichen.  Ebene. 

Sachs,  Projektivische  (neuere)  Geometrie.     I.  Teil.  3 


34 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.    I.  Teil. 


Bei  der  Beziehung  der  beiden  Ebenenbüschel 
SSj  und  SS.2  durch  den  Strahlenbüschel  (SO 
statt  durch  die  Punktreihe  m  fällt  die  Unter- 
scheidung der  Parallelen  zu  m  nicht  auf.  Man 
erkennt  daran,  dass  diese  Beziehung  auch  keine 
wesentliche  Lagebeziehung  der  Ebenenbüschel 
SS,  und  SS^  ist,  sondern  nur  durch  die  be- 
sondere Art  der  Herstellung  der  Verwandtschaft 
sich  bemerkbar  macht. 

Erkl.  93a.  Untersucht  man,  was  in  den 
vorigen  Betrachtungen  das  Wesentliche  ist  für 
die  Herstellung  der  projektivischen  Verwandt- 
schaft zweier  Ebenenbüschel  in  perspektivischer 
Lage,  so  erkennt  man,  dass  ausser  den  beiden 
Achsen  SS^  und  SS.^,  welche  einander 
schneiden  müssen,  noch  irgend  eine  Ebene 
T  oder  (St)  durch  diesen  Schnittpunkt  S  er- 
forderlich ist.  In  dieser  Ebene  kann  mau  dann 
entweder  eine  beliebige  Gerade  t  zur  Ver- 
mittlung verwenden,  oder  den  Strahlenbüschel 
(St)  mit  Scheitel  S.  Man  hat  also  entweder: 
(SS,)  A  t  -K  (SS,),  oder  (SS,)  J=  (St)  ^  (SS,), 
und  in  beiden  Fällen  die  Folgerung: 
(SS,)  A  iSS,). 

Erkl.  94.  Im  Punkte  S  der  Ebene  t  schnei- 
den einander  die  Achsen  SS,  und  SS^  der  Ebenen- 
büschel in  der  Weise,  dass  von  jeder  Geraden 
ein  Halbstrahl  diesseits  und  ein  Halbstrahl  jen- 
seits der  Ebene  r  liegt.  Nimmt  man  dann  als 
Sehrichtungen  für  die  beiden  Ebenenbüschel 
vom  Punkte  S  aus  solche  zwei  Halbstrahlen 
beider  Achsen,  welche  sich  auf  gleicher  Seite 
von  T  befinden,  so  erscheinen  die  Ebenenbüschel 
gleichlaufend;  nimmt  man  dagegen  solche 
zwei  Halbstrahlen  beider  Achsen,  welche  sich 
auf  ungleichen  Seiten  von  t  befinden,  so  er- 
scheinen die  Ebenenbüschel  ungleichlaufend: 
und  zwar  beides  sowohl  für  Figur  15  als  16. 
(Vergleiche  die  Betrachtungsweise  der  Uhr- 
zeigerdrehung von  der  Vorderseite  oder  Kück- 
seite  des  Zifferblattes  in  Erkl.  74.) 


6.  Ein  dem  Satz  3  analoger  Satz  er- 
gibt sich  für  die  Ebenenbüschel  SS^ 
und  SS^  nur  unter  einer  gewissen  Be- 
schränkung über  die  Richtung,  in  welcher 
die  Achse  des  Büschels  gesehen  werden 
soll.  Betrachtet  man  nämlich  die  in 
Fig.  10  gezeichneten  Ebenen  des  Ebenen- 
büschels MN  von  M  aus  mit  der  Seh- 
richtung MX,  so  geht  die  Drehung  aßyd 
mit  dem  Uhrzeiger;  betrachtet  man  die- 
selben Ebenen  aber  von  N  aus  mit  der 
Sehrichtung  NM,  so  erscheint  dieselbe 
Reihenfolge  ayßd  als  Drehung  mit  dem 
Uhrzeiger.  Wenn  daher  auch  die 
Drehungsrichtung  der  Ebenenbüschel 
SS^  und  SS.2  in  Figur  15  als  gleich, 
in  Figur  16  als  ungleich  erscheint,  so 
kann  man  auch  die  umgekehrte  An- 
schauung erhalten,  wenn  man  in  Fig.  15 
und  16  etwa  für  den  Büschel  SS^  statt 
der  Sehrichtung  SS.^  die  Sehrichtung 
S^S  neben  der  gleichbleibenden  Seh- 
richtung SS^  wählt.  Dann  erscheinen 
die  Büschel  in  Figur  15  ungleichlaufend, 
in  Figur  16  gleichlaufend. 


Frage  29.  Was  ist  zu  sagen  über 
zwei  ebene  Systeme,  welche  projek- 
tivisch  verwandt  sind  und  sich  in 
perspektivischer  Lage  befinden? 

Erkl.  95.  Die  Punkte  E,  H,  K  der  Fig.  18 
sind  als  gemeinsame  und  zugleich  selbstent- 
sprechende Punkte  beider  Ebenen  durch  Doppel- 
ziflfern  bezeichnet,  ebenso  die  Kante  3,2  als  selbst- 
entsprechende Gerade  beider  Ebenen.  —  Bei  den 
durch  Punkt  S  und  entsprechende  Strecken  bei- 
der Ebenen  gelegten  projizierenden  Ebenen,  wie 
SAiB^Ä^B^  genügt  die  Bezeichnung  SAB,  da 
ja  keine  andere  Ebene  durch  den  Punkt  S  und 
die  beiderlei  Punkte  AB  möglich  ist.  —  Dass 
solche  Geraden  A,B,  uad  A^B,  durch  den 
gleichen  Punkt  auf  q  gehen  müssen,  folgt  ganz 
allgemein  aus  der  Thatsache,  dass  drei  Ebenen 
einen  Punkt  gemeinsam  haben,   der  auf  allen 


Antwort.  1.  Wenn  die  Ebenen  «j 
und  «2  in  Figur  18  die  Träger  zweier 
projektivisch  verwandten  ebenen 
Sj^steme  in  perspektivischer  Lage 
sind,  so  entspricht  jedem  Punkte  der 
einen  Ebene  derjenige  Punkt  der  an- 
dern Ebene,  welcher  auf  demselben 
Strahle  durch  den  Scheitel  des  projizie- 
renden Bündels  S  liegt:  also  dem  Punkte 
A^inEi  der  Schnittpunkt  A^  des  Strahles 
SA^  mit  €2?  dem  Punkte  ß^  in  eg  der 
Schnittpunkt  B^  des  Strahles  SB^  mit  Cj. 
Einer  Geraden  der  einen  Ebene  ent- 
spricht   diejenige  Gerade   der  andern 
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Figur  18. 


«1  A  S  A  «2- 


drei  Schnittkanten  liegt.  Die  drei  Ebenen  e^,  «^ 
und  SAB  haben  als  Schnittkanten:  für  i^s^ 
die  Kante  q,  für  e,  und  SAß  die  Kante  A/b^, 
für  4j  und  SAB  die  Kante  ^o^j.  Folglich 
müssen  diese  drei  Kanten  q,  AiB^  und  A^B.2 
durch  den  gemeinsamen  Punkt  K  der  drei 
Ebenen  gehen. 

Erkl.  96.  Der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Geraden  J.,  C,  in  Figur  18  ist  bezeichnet  als 
F^.  Derselbe  wird  projiziert  (durch  die  Parallele 
zu  A^  C,  durch  S)  nach  F,.  einem  Punkte  auf 
/"o.  nämlich  dem  Schnittpunkte  von  f^  mit  A^  C^, 
weil  F,  der  Schnittpunkt  von  J^,  C,  mit  der  un- 
endlich fernen  Geraden  /",  ist.  Ebenso  wird  G^, 
der  unendlich  ferne  Punkt  von  A.^  C,,  projiziert 
(durch  die  durch  S  gelegte  Parallele  zu  AjC^) 
nach  einem  Punkte  von  g^,  nämlich  dem  Schnitt- 
punkte von  ^j  mit  A^C\.,  weil  G^  der  Schnitt- 
punkt von  A^C.2  mit  g^  ist.  Zieht  man  also  in 
der  Figur  die  Geraden  Sb\  und  SG^,  so  bilden 
diese  mit  EA^C^  und  EA^C^  ein  Parallelo- 
gramm. —  Die  ganze  Gerade  ^  wird  projiziert 
durch  die  Ebene  ^1*11«,,  g^  durch  die  Ebene 
V  li  f. 2-  Da  beide  Ebenen  fj.  und  v  durch  S  gehen, 
so  muss  auch  ihre  Schnittkante  durch  S  gehen, 
und  zwar  muss  sie  parallel  zu  q  sein;  denn 
/n  und  «,  haben  alle  ihre  unendlich  fernen 
Punkte  gemeinsam  (gehen  durch  dieselbe  un- 
endlich ferne  Gerade),  v  und  t,  ebenfalls,  und 
der  unendlich  ferne  Punkt  von  q  ist  der  einzige 
Punkt,  den  diese  beiden  unendlich  fernen  Ge- 
raden gemeinsam  haben ,  also  haben  ihn  auch 
gemeinsam  die  vier  Ebenen  ^r«,  e^. 

Erkl.  97.  Die  Untersuchung  in  nebenstehen- 
der Antwort  ist  die  einzige  räumliche  Be- 
trachtung, welche  in  Verbindung  mit  der  am 
Schlüsse  (6)  genannten   Anwendung  notwen- 


Ebene,  welche  in  derselben  Ebene  durch 
den  Scheitel  des  projizierenden  Bündels 
S  liegt:  also  der  Geraden  A^Bi  in  s^ 
die  Schnittgerade  A.^B^  der  Ebene  SAB 
mit  e.2,  der  Geraden  B^C^  in  £,  ^^^ 
Schnittgerade  B^C^^  der  Ebene  SBC 
mit  £i  (siehe  Figur  18). 

2.  Die  Ebenen  e^  und  £2  schneiden 
einander  in  der  Kante  q.  Jeder  einzelne 
Punkt  dieser  Kante  ist  ein  gemein- 
samer Punkt  beider  Ebenen;  der  durch 
ihn  gehende  einzige  Strahl  des  Bündels 
S  trifft  die  zweite  Ebene  im  gleichen 
Punkte,  also  ist  jeder  Punkt  der  Kante 
ein  selbstentsprechender  Punkt 
beider  ebenen  Systeme.  —  Die  Kante  q 
als  ganze  Gerade  oder  als  Strahl  ist 
ebenfalls  eine  gemeinsame  Gerade 
beider  Ebenen;  die  durch  sie  gelegte 
einzige  Ebene  des  Bündels  8  trifft  die 
zweite  Ebene  in  derselben  Geraden  q, 
also  ist  diese  Schnittgerade  der  Ebenen 
El  und  £^  eine  (und  zwar  die  einzige) 
selbstentsprechende  Gerade  beider 
ebenen  Systeme. 

3.  Da  jede  beliebige  Gerade  einer 
jeden  der  beiden  Ebenen  irgendwo  durch 
die  Kante  q  hindurchgehen  muss  und 
doch  je  zwei  zugeordnete  Geraden  in 
gleicher  Ebene  durch  S  liegen  müssen, 
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(liger  Weise  zum  Verständnis  der  Lehre  von 
den  ebenen  Kurven  des  zweiten  Grades,  im 
besondern  von  den  „harmonischen  Gebilden", 
beigezogen  v^^erden  muss.  Die  übrigen  Erör- 
terungen räumlicher  Beziehungen  bilden  eine 
wertvolle  Erweiterung  zu  jenen  in  der  Ebene, 
sowie  die  Grundlage  für  die  Lehre  von  den 
Flächen  zweiten  Grades,  können  aber  völlig 
beiseite  gelassen  werden,  wenn  man  sich  auf 
die  projektivische  Geometrie  der  Ebene  be- 
schränken will. 

Erkl.  98.  Da  der  Scheitel  des  Bündels  S 
in  Figur  18  sich  im  Nebenwinkel  des  Flächen- 
winkels der  beiden  Dreiecke  Ä^  B^  C,  und  A^  B^  C^ 
befindet,  so  muss  für  jedes  Paar  zugeord- 
neter Panktreihen  in  s^  und  t^,  welches 
durch  eine  Ebene  durch  S  ausgeschnitten  wird, 
die  in  Erkl.  79  und  80  besprochene  Erscheinung 
auftreten:  Im  Winkel  A^EA^  nämlich  und  in 
seinem  Scheitelwinkel  wird  die  Durchlaufungs- 
richtung  der  entsprechenden  Punktreihen 
gleiche  Richtung  vom  oder  zum  Kantenschnitt- 
punkt aufweisen,  dagegen  im  Winkel  A^EQ^ 
und  dessen  Scheitelwinkel  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  in  Bezug  auf  den  Kanten- 
schnittpunkt. Und  im  letztgenannten  Winkel- 
raume  befindet  sich  der  Projektionsscheitel  S. 

Erkl.  99.  Aus  der  Zusammenstellung  in 
Antwort  auf  Frage  28  geht  die  in  nebenstehen- 
der Antwort  betrachtete  Beziehung  hervor,  wenn 
durch  ein  Bändel  zwei  Ebenen  zugeordnet 
werden;  ebenso  kann  man  aber  auch  die  andere 
Beziehung  daraus  hervorgehen  lassen,  dass  man 
nämlich  durch  eine  Ebene  zwei  Bündel 
einander  zuordnet.  Dadurch  erhält  man  zwei 
projektivisch  verwandte  Strahlenbüu- 
del  in  perspektivischer  Lage:  Jedem 
Strahl  oder  jeder  Ebene  des  einen  Bündels  ent- 
spricht der  Strahl  oder  die  Ebene  des  andern 
nach  dem  Schnittpunkte  oder  der  Schnittgeraden 
mit  der  vermittelnden  Ebene.  Als  gemein- 
sames und  zugleich  selbstentsprechendes 
Gebilde  erscheint  der  Strahl,  welcher  beide 
Bündelscheitel  verbindet,  und  der  ganze  Ebe- 
nenbüschel, welcher  diesen  Strahl  zur  Achse 
hat.  Entsprechende  Ebenen  sind  auch  die 
Paralielebenen  durch  S^  und  S.^  zur  vermitteln- 
den Ebene,  und  entsprechende  Strahlen  die 
Parallelgeraden  durch  6\  und  S.^  in  diesen  bei- 
den Ebenen.  Je  zwei  entsprechende  Strahlen- 
büschel beider  Bündel  werden  gleichlaufend 
oder  ungleichlaufend ,  wenn  die  Bündelscheitel 
auf  gleicher  oder  ungleicher  Seite  der  vermitteln- 
den Ebene  liegen. 

Erkl.  100.  Durch  spätere  Untersuchungen 
wird  sich  die  Möglichkeit  ergeben,  innerhalb 
einer  Ebene,  etwa  f,,  eine  Zuordnung  zwischen 
Punkten  und  Geraden  so  herzustellen,  dass  jedem 
Punkte  eine  Gerade,  jeder  Geraden  ein  Punkt 
entspricht,  jedem  Strahlenbüschel  eine  Punkt- 
reihe, und  umgekehrt.  Die  grundlegende  Be- 
ziehung hierfür  ist  jene  der  „Polarität"  unter 


SO  müssen  solche  zwei  entsprechenden 
Geraden  A^B^  und  Ä^B.^  beide  durch 
denjenigen  Punkt  K  der  Kante  q  hin- 
durchgehen, in  welchem  die  projizierende 
Ebene  {SAB)  von  der  Kante  q  durch- 
bohrt wird,  d.  h.  je  zwei  entspre- 
chende Geraden  gehen  durch  den- 
selben Punkt  der  Kante, 

4.  Sämtliche  unendlich  fernen  Punkte 
der  Ebene  e^  erfüllen  die  unendlich 
ferne  Gerade  f^  der  Ebene  e^  und  wer- 
den projiziert  durch  die  Parallelebene 
zu  e^  durch  S.  Die  Ebene  eg  wird  von 
dieser  Parallelebene  geschnitten  in  einer 
Geraden  f^\  diese  Gerade  enthält  alle 
Punkte  von  e^,,  welche  den  unendlich 
fernen  Punkten  von  e^  zugeordnet  sind, 
und  sie  ist  diejenige  Gerade  von  «2? 
welche  der  unendlich  fernen  Geraden 
von  €,  zugeordnet  ist:  sie  heisst  Flucht- 
linie oder  Gegenachse.  —  Ebenso 
werden  sämtliche  unendlich  fernen  Punkte 
von  e.2  auf  der  unendlich  fernen  Gera- 
den (/2  dieser  Ebene  projiziert  durch  die 
Parallelebene  zu  Cg  durch  S  nach  den 
Punkten  einer  Geraden  g^  von  e,^,  welche 
selbst  die  entsprechende  zu  jener  unend- 
lich fernen  Geraden  g.2  darstellt,  und 
die  Gegenachse  oder  Fluchtlinie  in  e^ 
heisst. 

5.  Jeder  Punktreihe  der  einen 
Ebene  entspricht  eine  Punkt  reihe  der 
andern  Ebene,  jedem  Strahlenbüschel 
der  einen  ein  Strahlenbüschel  der 
andern;  ebenso  jeder  beliebigen  Figur 
der  einen  Ebene  eine  gleichartige  Figur 
der  andern.  Für  alle  aber  gilt  der  dem 
Satz  4  entsprechende  Satz: 


Satz  4a.  Wenn  zwei  projek- 
tivisch verwandte  ebenen  Sy- 
steme sich  in  perspektivischer 
Lage  befinden,  so  gehen  die  Ver- 
bindungsgeraden je  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  durch  einen 
Punkt,  und  liegen  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  entsprechen- 
den Geraden  auf  einer  Geraden, 
nämlich  der  Schnittkante  beider  Ebe- 
nen. Diese  Schnittkante  beider  Trä- 
ger ist  eine  selbstentsprechende 
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Benützung  einer  beliebigen  Kurve  zweiten  Gra- 
des ;  zweierlei  Herstellungen  solcher  Beziehung 
ohne  Kurve  finden  sich  in  den  Aufgaben  55 
und  69  der  Aufgabensammlung  am  Schlüsse 
dieses  Teiles. 

Erkl.  101.  Denkt  man  sich  dann  in  Ebene 
f,,  worin  erst  beiderlei  Figuren  nach  Erkl.  100 
entstanden  waren,  etwa  nur  die  aus  Punkten 
entstandenen  Figuren  belassen,  dagegen  die  aus 
Geraden  entstandenen  Figuren  herausgedreht 
oder  aufgeklappt  um  Kante  q  der  Figur  18 
in  die  Ebene  t^,  so  sind  f,  und  f,  zwei  pro- 
jektivisch  verwandte  ebene  Systeme  von 
der  Art  Verwandtschaft,  dass  jedem  Punkte 
der  einen  eine  Gerade  der  andern  ent- 
spricht, und  umgekehrt  (Xro.  10  der  Erkl.  60). 

—  Strahlenbündei  S  der  Figur  18,  bezogen  nur 
auf  die  zweite  Ebene  s<^,  liefert  dann  zwischen 
5  und  der  ersten  Ebene  f,  projektivische 
Verwandtschaft  eines  ebenen  Systems 
mit  einem  Bündel  von  der  Art,  dass  jedem 
Punkte  der  Ebene  t  eine  Ebene  in  S, 
jeder  Geraden  in  £  eine  Gerade  in  S 
entspricht,  und  umgekehrt  (Xro.  12  der  Erkl.  60). 

—  Wählt  man  zu  f.,  den  Bündel  S  als  S^  und 
ausserdem  auch  noch  zu  £j  einen  Bündel  S^,  so 
liefern  S^und  «S.,  projektivische  Verwandt- 
schaft zAveier  Strahlenbündel  von  der 
Art,  dass  jeder  Geraden  des  einen  Bün- 
dels eine  Ebene  des  andern  zugeordnet 
ist,  und  umgekehrt  (Nro.  11  der  Erkl.  60).  — 
Denn  zu  einer  Geraden  in  Sj  gehört  ein  Punkt 
in  fj,  hierzu  eine  Gerade  in  e.„  und  hierzu  eine 
Ebene  in  S, ;  und  umgekehrt :  zu  einer  Ebene  in 
Sj  gehört  eine  Gerade  in  «,,  hierzu  ein  Punkt 
in  f.,,  hierzu  eine  Gerade  in  Ä^.  —  Wie  schon 
oben  angedeutet,  bedarf  es  aber  zu  genauerer 
Behandlung  dieser  drei  letztgenannten  eigenarti- 
gen Beziehungsweisen,  welche  man  auch  als  re- 
ciproke  Verwandtschaften  zweier  Gebilde 
bezeichnet,  mehrerer  vermittelnden  Zwischen- 
gebilde, und  in  einem  derselben  noch  jener  be- 
sondern Operation,  zu  deren  Herstellung  ent- 
weder eine  Kurve  zweiten  Grades,  oder  eine 
ganze  Reihe  von  weiteren  Vermittlungsgebilden 
erforderlich  ist. 


Gerade,    jeder    ihrer    Punkte    ein 
selbstentsprechender  Punkt. 

6.  Wird  in  Fig.  18  davon  abgesehen, 
dass  die  Zeichnung  zwei  in  verschie- 
denen Ebenen  e^  und  e.,  liegende  Figuren 
A^B^C^  und  A^B^C.^  bedeuten  soll, 
und  betrachtet  man  diese  Zeichnung  als 
das,  was  sie  wirklich  darstellt,  näm- 
lich zwei  Dreiecke  A^B^C^  und  A.yB^C^ 
in  gleicher  Zeichnungs-Ebene,  so  bleibt 
die  Eigenschaft  bestehen,  dass  die  Ver- 
bindungsgeraden je  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  durch  einen 
Punkt  S  gehen,  und  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  entsprechenden 
Geraden  auf  einer  Geraden  q  lie- 
gen. Man  nennt  Figuren  von  dieser 
Eigenschaft  auch  dann  noch  perspek- 
tivisch, oder  auch  collinear:  der  Punkt 
S  und  die  Gerade  q  heissen  CoUi- 
neationsscheitel  und  Collineations- 
achse.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  etwa 
die  beiden  Ebenen  e^  und  e^  durch  Um- 
drehung um  die  Gerade  q  als  Achse 
zum  Zusammenfallen  gebracht  werden: 
aber  auch  umgekehrt  kann  man  gege- 
benen Falles  zum  Studium  derartiger 
(collinearer)  Figuren  durch  „Aufklappen" 
der  einen  Figur  um  die  Achse  q  die- 
jenige gegenseitige  Lage  erzeugen, 
dass  die  vorher  in  gleicher  Ebene  lie- 
genden Figuren  nunmehr  in  zwei  ver- 
schiedenen Ebenen  liegen,  welche  ein- 
ander in  q  schneiden,  und  durch  den 
Bündel  mit  Scheitel  S  aufeinander  pro- 
jiziert werden. 


Frage  30.  Wie  lassen  sich  die  bis- 
herigen Ergebnisse  über  projektivisch 
verwandte  Gebilde  in  perspektivischer 
Lage  zusammenfassen  ? 


Erkl.  102,  In  „vereinigter  Lage"  be- 
findet sich  ein  Punkt  mit  einer  Geraden  oder 
Ebene,  wenn  einerseits  der  Punkt  in  der  Ge- 
raden oder  Ebene  liegt,  also  anderseits  die 
Gerade  oder  Ebene  durch  den  Punkt  hin- 
durchgeht; ebenso  befindet  sich  eine  Ebene 
in  vereinigter  Lage  mit  einem  Punkt  oder  einer 
Geraden,  wenn  einerseits  die  Ebene  den  Punkt 
oder  die  Gerade  enthält,  also  andererseits  der 
Punkt  oder  die  Gerade  in  der  Ebene  liegt. 


Antwort.  Als  allgemein  gültiges 
Ergebnis  der  bisherigen  Untersuchungen 
kann  man  die  Sätze  aufstellen: 

Satz  5.  Wenn  zwei  ungleich- 
artige Gebilde  projektivisch  ver- 
wandt in  perspektivischer  Lage 
sind,  so  befinden  sich  alle  Paare  zu- 
geordneter Elemente  beider  Gebilde 
miteinander  in  vereinigter  Lage 
und  erzeugen  kein  neues  Gebilde.  — 
Wenn  zwei  gleichartige  Gebilde 
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Erkl.  103;  Wenn  zwei  projektivisch 
verwandte  Gebilde  (beliebiger  Stufe)  sich 
in  perspektivischer  Lage  befinden,  so  ist 
das  von  den  entsprechenden  Elementen  erzeugte 
Gebilde  stets  vom  ersten  Grade;  wenn  die  Ge- 
bilde sich  aber  nicht  in  perspektivischer,  son- 
dern in  schiefer  Lage  befinden,  so  entstehen 
als  Erzeugnisse  je  zweier  entsprechen- 
den Elemente  beider  Gebilde  neue  Gebilde 
zweiten  Grades;  und  eben  diese  Gebilde 
bilden  einen  Hauptgegenstand  der  Untersuchun- 
gen der  projektivischen  Geometrie.  Man  kann 
diese  Erzeugnisse  folgendermassen  in  Gruppen 
zusammenfassen  (wobei  die  beigesetzten  Ziffern 
die  bereits  in  Erkl.  60  gebrauchten  Beziehungen 
andeuten) : 


projektivisch  verwandt  in  perspek- 
.tivischer  Lage  sind,  so  befinden 
sich  je  zwei  zugeordnete  Ele- 
mente beider  Gebilde  in  vereinigter 
Lage  mit  demselben  Elemente 
eines  einzigen  dritten  (rebildes 
von  ungleicher  Art,  welches  als 
das  Erzeugnis  entsprechender 
Elemente  beider  Gebilde  anzu- 
sehen ist;  —  und  die  geraeinsamen 
Elemente  der  beiden  Gebilde 
sind  sich  selbst  entsprechend. 


la)  Zwei  projektivisch  verwandte  Punktreihen  (2)  in  derselben  Ebene  in  schiefer 
Lage  erzeugen  durch  die  (ooi)  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
einen  Strahlenbüschel  IL  Klasse  (bei  perspektivischer  Lage:  von  L  Klasse). 

Ib)  Zwei  projektivisch  verwandte  Strahlenbüschel  (3)  in  derselben  Ebene  in  schiefer 
Lage  erzeugen  durch  die  (ooi)  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  eine 
Punktreihe  II.  Ordnung  (bei  perspektivischer  Lage:  von  I.  Ordnung). 

Ic)  Ein  Strahlenbüschel  und  ein  Ebenenbüschel  (6),  welche  projektivisch  verwandt 
sind  und  beliebig  im  Räume  liegen,  erzeugen  durch  die  (ooi)  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Strahlen  und  Ebenen  ebenfalls  eine  Punktreihe  IL  Ordnung. 

IIa)  Zwei  projektivisch  verwandte  Ebenenbüschel  (7)  mit  schneidenden  Achsen  in 
schiefer  Lage  erzeugen  durch  die  (oo<)  Schnittgeraden  entsprechender  Ebe- 
nen eine  Kegelfläche  IL  Grades  (bei  perspektivischer  Lage:  Strahlenbüsehel 
I.  Klasse). 

IIb)  Zwei  projektivisch  verwandte  Strahlenbüschel  (3)  in  verschiedenen  Ebenen 
mit  gemeinsamem  Scheitel  erzeugen  durch  die  (ooi)  Verbindungsebenen  ent- 
sprechender Strahlen  einen  Ebenenbüschel  IL  Klasse. 

II c)  Ein  Strahlenbüschel  und  eine  Punktreihe  (1),  welche  projektivisch  verwandt  sind 
und  beliebig  im  Räume  liegen,  erzeugen  durch  die  (oo')  Verbindungsebenen 
entsprechender  Strahlen  und  Punkte  ebenfalls  einen  Ebenenbüschel  II.  Klasse. 

III  a)  Zwei  projektivisch  verwandte  Punktreihen  (2),  welche  beliebig  im  Räume  liegen, 
erzeugen  durch  die  (ooi)  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  eine 
„Regelfläche". 

III  b)  Zwei  projektivisch  verwandte  Ebenenbüschel  (7),  welche  beliebig  im  Räume  liegen, 
erzeugen  durch  die  (oo')  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  ebenfalls  eine 
„Regelfläche". 

IVa)  Zwei  reciproke  projektivisch  verwandte  Strahlenbündel  (11)  erzeugen  durch  die 
(qo2)  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  und  Ebenen  eine  Fläche 
IL  Ordnung. 

IV b)  Zwei  reciproke  projektivisch  verwandte  ebenen  Sj'steme  (10)  erzeugen  durch  die 
(a>2)  Verbindungsebenen  entsprechender  Punkte  und  Ebenen  einen  Ebenen- 
bündel IL  Klasse. 

V)  Keine  neuen  Gebilde  werden  erzeugt  bei  projektivischer  Verwandtschaft  in  schiefer 
Lage  zwischen  einer  Punktreihe  und  einem  Strahlenbüschel  (1)  in  gleicher 
Ebene  (IIc),  zwischen  zwei  Strahleubüscheln  (3)  in  beliebiger  Lage  im  Räume, 
zwischen  einer  Punktreihe  und  einem  Ebenenbüschel  (5)  und  zwischen  einem 
ebenen  System  und  einem  Strahlenbündel  (12),  welche  reciprok  verwandt  sind. 

VI)  Gebilde  höherer  Arten  (Strahlensysteme,  Nullsysteme  etc.)  entstehen  bei  projektivischer 
Verwandtschaft  zwischen  zwei  ebenen  Systemen  (8)  (bei  perspektivischer  Lage  ein 
Strahlenbündel),  zwischen  einem  ebenen  System  und  einem  Strahlenbündel  (4), 
oder  zwischen  zwei  Strahlenbündeln  (9)  (bei  perspektivischer  Lage  ein  ebenes  Sy- 
stem), und  zwischen  räumlichen  Systemen. 
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Figur  19. 
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Frage  31.  Was  für  Einzelheiten 
ergibt  die  Betrachtung  zweier  projek- 
tivisch  verwandten  Punktreihen 
chiefer  Lage? 


m 


Erkl.  104.  Es  kann  dem  Studierenden  nicht 
genug  anempfohlen  werden,  die  Zeichnungen 
der  projektivischen  Geometrie  überhaupt,  ganz 
besonders  aber  so  grundlegende  Figuren,  wie 
die  beiden  Figuren  19  imd  20,  recht  vielfach 
mit  stetigen  Abändeningen  der  gegenseitigen 
Lage  der  bestimmenden  Elemente  zu  wieder- 
holen, wohl  auch  ohne  Nachahmung  der  Vor- 
lage im  Buch  bloss  nach  dem  Texte  selbständig 
zu  entwerfen,  und  dadurch  sich  recht  innig  ver- 
traut zu  machen  mit  dem  Gegenstande,  und  sich 
die  Anschauungsweise  der  neuen  Disziplin  voll- 
ständig zu  eigen  zu  machen. 

Erkl.  105.  In  Figur  19  und  20  ist  eine 
Unterscheidung  der  Strahlen  beider  Büschel  5j 
und  S,  dadurch  herbeigeführt,  dass  die  einen 
aus  kurzen,  die  andern  aus  längeren  Strichen 
zusammengesetzt  werden.  Für  eine  selbständig 
zu  entwerfende  Figur  ist  es  ein  sehr  willkom- 
menes Hilfsmittel,  die  beiden  zusammengehörigen 
Gebildepaare  ?,  und  S",  bezw.  ^  und  S^  dadurch 
gegeneinander  hervorzuheben,  dass  man  ver- 
schiedene Farben  anwendet,  also  z.B.  <,  und 
die  Strahlen  von  S',  mit  roter  Farbe  zeichnet,  t^ 
und  die  Strahlen  von  S.j  mit  blauer  Farbe,  da- 
gegen dag  Zwischengebilde  ^^  (Fignr  19)  bezw. 
Sr,  (Figur  20)  etwa  mit  schwarzer  Farbe.  Dann 
kann  man  eine  grosse  Zahl  von  zugehörigen 
Elementepaaren  konstruieren,  ohne  dass  die 
Figur  die  Uebersichtlichkeit  einbüsst,  was  bei 
gleicher  Farbe  einer  so  grossen  Zahl  von  Li- 
nien nicht  zu  vermeiden  wäre. 


Antwort.  1.  Sind  ^i  und  t,  in 
Figur  19  die  Träger  zweier  Punkt- 
reihen, Si  und  So  die  Scheitel  zweier 
Strahlenbüschel,  welche  mit  ^i  und  t^ 
in  l)erspekti^äscher  Lage  projektivisch 
verwandt  sein  sollen,  und  f^  der  Träger 
einer  Punktreihe,  durch  welche  die 
Büschel  Si  und  S'g  einander  zugeordnet 
werden  sollen,  so  ist  die  Reihenfolge 
der  Projektionen  oder  der  projektivischen 
Verwandtschaften  in  perspektivischer 
Lage:  _      _     _      _ 

h  7\  ^1  A  'o  A  S,  A  'r 

2.  Zu  einem  beliebigen  Punkte  A^ 
auf  ^1  findet  man  daher  den  zugehörigen 
Punkt  auf  f.,,  indem  man  A^  verbindet 
mit  Si  durch  a^,  a^  schneidet  mit  f^  in 
Aq,  Af^  verbindet  mit  S^  durch  a,.  und 
«2  schneidet  mit  f^  in  A.,. 

Umgekehrt  findet  man  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  B^  auf  f^  den  ent- 
sprechenden Punkt  auf  fi,  indem 
man  5,  verbindet  mit  «S.,  durch  K,  b^ 
schneidet  mit  ^^  in  5,, , '  B^,  verbindet 
mit  Sj  durch  b^,  und  b^  schneidet  mit 
t^  in  B^. 

3.  Der  Schnittpunkt  der  Träger 
f,  und  f^  ist  sowohl  ein  Punkt  von  /,, 
als  auch  einer  von  f.,.  Da  die  Punkt- 
reihen t^  und  f.^  aber  in  schiefer  Lage 
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Erkl.  100.  Ein  weiteres  Hilfsmittel,  um 
den  Figuren  die  Uebersicht  zu  wahren,  besteht 
darin,  dass  man  solche  Linien  weglässt,  welche 
nicht  unbedingt  nötig  sind.  So  ist  in  Figur  19 
die  Gerade  i,  nur  der  Vollständigkeit  des  Ver- 
ständnisses halber  eingezeichnet,  und  ebenso  h^ ; 
für  die  Praxis  der  Zeichnung  sind  beide  ent'- 
behrlich.  —  Aber  auch  bei  solchen  Geraden, 
welche  unentbehrlich  sind,  genügt  es  oft,  nur 
ein  kurzes  Stückchen  wirklich  einzuzeichnen, 
so  z.  B.  hier  von  allen  Büschelstrahlen  nur  die 
kurze  Strecke,  wo  dieselben  über  die  Gerade  t^ 
weggehen. 

Erkl.  107.    In  der  Reihenfolge: 

sind  fünf  Gebilde  enthalten,  folglich  entstehen 
5-4 
-Tj— ^  =  10  Gruppen  von  je  zwei  verwandten 

Gebilden.  Davon  sind  sieben  projektivische  Ver- 
wandtschaften in  perspektivischer  Lage, 
nämlich : 

"^1  Ä  ^n     ^1  7\  ^0 »     ^\7\hi     ^1  TV  ^2' 

h   Ä   "^2  '        ^0   Ä    ^2  '        '^2   Ä   ^2  ; 

und  drei  projektivische  Verwandtschaften  in 
schiefer  Lage,  nämlich: 

und  das  der  TIntersuchung  unterworfene  Paar: 

^  A  h- 
Li  jedem  Gebilde  besteht  aber  konstante 
Reihenfolge    der    entsprechenden   Elemente, 
nämlich : 

K, D,  A,  E, I,  G, B,  H,  F,     k, d, a, e, t, g,b,h,  f, 

to 
B,H,F,K,D,A,EJ,G, 

S,  '  t, 

62  K  U  Ä--2  (?2  «2  H  h  92.         ^2  -^4  -^2  ^2  ^2  ^2  ^.^  h  ^2' 

Die  letztere  Thatsache  kann  während  des 
Verlaufs  der  Entstehung  der  Zeichnung  zur 
Prüfung  der  Richtigkeit  wertvolle  Verwendung 
linden. 

Erkl.  108.  Während  in  Figur  19  die  Träger 
der  Gebilde  t^t^S^S.j,tQ  voraus  gegeben  sind, 
also  die  Auffindung  zugeordneter  Punkte  nur 
nach  Massgabe  genau  vorgeschriebener 
Projektionen  geschieht,  so  wird  dieselbe 
Figur  19  später  in  der  weit  schwierigeren 
AuffassungsAveise  erscheinen,  dass  auf  ^,  und  t^ 
entsprechende  Punktepaare,  z.  B.  Ä^A.^,  B^B^, 
^1^2  gegeben  sind,  und  dann  erst  solche 
Zwischengebilde  8^8.^1^  aufgesucht  werden 
müssen,  durch  welche  in  möglichst  einfacher 
Weise  die  Verwandtschaft  t^  7\  t^  hergestellt 
werden  kann.  —  Dann  wird  auch  der  vorläufig 
ausser  acht  gelassene  Umstand  zur  Untersuchung 
gestellt  werden,  was  für  ein  Strahlengebilde 
durch   die  Verbinduugsgeraden  je  zweier  eut- 


sind,  so  wird  der  diesem  gemeinsamen 
Punkte  (als  einem  Punkte  von  t^)  ent- 
sprechende Punkt  von  t^  an  irgend  einer 
andern  Stelle  liegen,  und  ebenso  der 
dem  Schnittpunkt  (als  einem  Punkte 
von  t^)  entsprechende  Punkt  von  t^. 
Benennt  man  daher  diesen  Schnittpunkt : 
für  t^  mit  dem  Buchstaben  JJ^,  für  t.y 
mit  dem  Buchstaben  E^,  so  findet  man 
der  Reihe  nach  die  Elemente  D^,  d-^, 
D^,   d.2,   Dg   und   ebenso  E^j   e^,   Eq, 

4.  Ist  F^  der  unendlich  ferne 
Punkt  von  ^1,  und  G^  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  t^,  so  ist  fy_\\t^ 
durch  /Sj,  f/2  II  ^2  durch  S^,  und  man 
findet  durch  dieselben  Elementenreihen 
^'i,  /o  ^oj  Aj  ^2  bezw.  G^2,  (/,,  G,,, 
g^,  Gy  die  Punkte  F^  und  G^,  welche 
auch  hier  als  Fluchtpunkte  oder 
Gegenpunkte  bezeichnet  werden 
(vergl.  Antwort  4  auf  Frage  26),  näm- 
lich als  zugeordnete  zum  unendlich  fernen 
Punkt  der  andern  Reihe. 

5.  Besonders  einfache  Konstruktion 
erlauben  diejenigen  Punkte  von  t^  und 
^2,  in  welchen  diese  Träger  geschnitten 
werden  vom  gemeinsamen  Strahle 
der  Büschel  S\  und  S.^.  Es  fallen  näm- 
lich die  zwei  Strahlen  h^,  k-,  in  eine 
und  dieselbe  Gerade  /^i,,?  und  auf 
dieser  liegen  alle  drei  Punkte  H^H^TJ^. 
Das  Zusammenfallen  der  Strahlen  Ä,  h.^ 
bildet  eine  Bestätigung  des  früheren 
Ergebnisses,  dass  das  gemeinsame 
Element  der  in  perspektivischer 
Lage  befindlichen  Strahlenbüschel  (S^/So 
sich  selbst  entsprechen  muss. 

6.  Eine  ähnliche  Vereinfachung  er- 
möglichen diejenigen  Punkte  der  Träger 
^1  und  ^2,  in  welchen  diese  vom  Träger 
^0  geschnitten  werden:  Mit  dem  Punkte 
{t^  t^) = Jj  fällt  der  Schnittpunkt  (/^  t^  =  /„ 
zusammen,  so  dass  l^  durch  denselben 
Doppelpunkt  I^,^  hindurchgehen  muss. 
Ebenso  fällt  mit  dem  Punkte  {t^t^  =  Ko 
der  Schnittpunkt  {k.J^  =  K^  zusammen, 
so  dass  ky  durch  den  Doppelpunkt  Ä^jo 
hindurchgehen  muss.  Auch  hier  müssen 
die  Punkte  IqjiK^,^  notwendigerweise 
selbstentsprechende    Punkte    sein, 
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sprechenden  Punktepaare  erzeugt  wird.  (Vergl.   -weil   sie   die    gemeinsamen  Punkte 
laderErkl.  103.  sowie  die  ausführliche  Behand-    ^gj.   jj^   perspektivischer   Lage    be- 

r°)Swh.^"f'°  '^"'''"  ^''  "•  *'''''  findlichen   Piinktreilien   t,t,  hezw.   t,f, 

sind. 


Lehrbuches.) 


Figur  20. 


^1  A  h  7\  So  A  U  A  -Sr 


Frage  32.  Was  für  Einzelheiten 
ergibt  die  Betrachtung  zweier  projek- 
tivisch  verwandten  Strahlen- 
büschel in  schiefer  Lage? 


Erkl.  lOy.  Auch  in  Figur  20  ist  durch 
Anwendung  verschiedener  Liniengattungen  die 
Auseinanderhaltung  der  getrennt  zu  behandeln- 
den Gebilde  veranschaulicht,  was  sonst  noch 
besser  durch  Anwendung  verschiedener  Farben 
geschieht.  Diejenigen  Elemente,  welche  ver- 
-ehiedenen  Gebilden  gleichzeitig  angehören 
irf,  =:e., ,  fl, ,., .  /,,(,,  ÄTjjf,),  würden  dabei  in 
doppelter  Farbe  gezeichnet  werden,  wie  solches 
in  Figur  20  für  den  Strahl  S,  S.^  durch  Verbin- 
dung von  beiderlei  Liniengattungen  angedeutet 
ist.  —  Ausser  den  beliebig  gewählten  Elementen 
o  und  b  enthalten  die  Figuren  19  und  20  nur 
einzelne  Besonderheiten,  während  die  Zeichnung 
möglichst  vieler  allgemeiner  Fälle  wie  a  und  b 
für  den  Studierenden  hauptsächlich  anzuraten  ist. 

Erkl.  110.  Wie  schon  in  der  Planimetrie, 
so  ist  auch  in  der  projektivischen  Geometrie 
eine  gewisse  Vereinbanmg  über  die  Verwendung 
gewisser  Buchstabenbezeichnungen  wünschens- 
wert. So  wurden  in  den  Figuren  19  und  20 
und  ebenso  in  den  späteren  Abschnitten,  welche 
über  projektivisch  verwandte  Gebilde  handeln, 
die  Buchstaben  ABC  (bezw.  abc)  besonders  als 
Bezeichnung  für  beliebig  gewählte  oder  in 
allgemeiner  Lage  befindliche   Elemente  be- 


Antwort.  1.  Sind  -Sj  und  ^o  in 
Figur  20  die  Scheitel  zweier  Strahlen- 
büschel, ^1  und  f.,  die  Träger  zweier 
Punktreihen,  welche  mit  aS'i  und  S.-,  in 
perspektivischer  Lage  projektivisch  ver- 
wandt sein  sollen,  und  S^  der  Scheitel 
eines  Strahlenbüschels,  durch  welches 
die  Punktreihen  /j  und  t^  einander  zu- 
geordnet werden  sollen,  so  ist  die  Reihen- 
folge der  Projektionen  oder  der  projek- 
tivischen Verwandtschaften  in  perspek- 
tivischer Lage: 

2.  Zu  einem  beliebigen  Strahle  a^ 
von  Si  findet  man  daher  den  zuge- 
hörigen Strahl  von  8g,  indem  man 
«1  schneidet  mit  /j  in  Aj,  A^  verbindet 
mit  S\,  durch  a„,  a„  schneidet  mit  f^  in 
A^,  und  J«  verbindet  mit  S'o  durch  a,. 

Umgekehrt  findet  man  zu  einem  be- 
liebigen Strahle  b^  von  8.^  den  ent- 
sprechenden Strahl  von  S^,  indem 
man  b^  schneidet  mit  f.,  m  B^,  B^  ver- 
bindet mit   S,,  durch   i„,    b^  schneidet 
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nützt,  D  und  E  für  die  gemeinsamen  Ele- 
mente, F  und  G  für  die  unendlich  fern 
liegenden  Punkte  und  deren  entsprechende,  die 
Fluchtpunkte  oder  Gegenpunkte.  In  Figur  20 
finden  die  letzteren  Buchstaben  fg  keine  Ver- 
wendung, da  die  Büschel  S  keine  unendlich  fern 
liegenden  Elemente  besitzen  können,  während 
dies  bei  den  Trägern  t  stets  der  Fall  sein  muss. 

Erkl.  111.  Auch  in  Figur  20  finden  sich 
im  ganzen  10  Paare  verwandter  Gebilde,  wovon 
7  in  perspektivischer  Lage,  nämlich: 

^lA^'       ^X^^Ol       ^lÄ'S'o'       ^1   7\    ^2» 
^0  7\    h>       ^0    A    ^2'        ^2  Ä  ^2) 

3  in  schiefer  Lage,  nämlich: 

^1   Ä  ^2  '       ^1   Ä  ^2 

und  das  zur  Behandlung  stehende  Paar: 

Wie  bei  Figur  19  sind  unter  den  letzteren 
dreien  zwei  Paare  von  ungleichartigen  Ge- 
bilden, nämlich  jeweils  Punktreihe  projektivisch 
mit  Strahlenbüschel,  und  nur  ein  Paar  gleich- 
artiger Gebilde,  nämlich  hier  «S,  7\  §2>  dort 
<j  7\  h-  Durch  alle  10  Verwandtschaftsgrnppen 
aber  geht  auch  hier  die  Konstanz  der 
Reihenfolge  entsprechender  Elemente, 
nämlich  jedesmal: 

ahdhhiea, 
und  zwar  bei  den  Büscheln  in  doppelter  Weise 
infolge  der  doppelten  Strahlenrichtung  nach 
beiden  Seiten  des  Scheitels.  Auch  hier  dient 
diese  Thatsache  als  Mittel  zur  Prüfung  der 
Richtigkeit  einer  einzelnen  Konstruktion. 

Erkl.  112.  Während  in" Figur  20  die  Träger 
der  Gebilde: 

voraus  gegeben  sind,  also  die  Auffindung  zu- 
geordneter Strahlen  nach  Massgabe  genau  vor- 
geschriebener Projektionen  geschieht,  so 
wird  auch  dieselbe  Figur  20  später  in  der 
schwierigeren  Auffassungsweise  erscheinen,  dass 
durch  S^  und  S,  entsprechende  Strahlenpaare, 
z.B.  a^a.y,  i>i\,  c^c^  gegeben  sind,  und  dann 
erst  solche  Zwischengebilde  ^, ^2-^0  aufgesucht 
werden  müssen,  durch  welche  in  möglichst 
einfacher  Weise  die  Verwandtschaft  S^  ~  S^ 
vermittelt  wird.  —  Dann  wird  auch  die  weitere 
Untersuchung  angestellt,  was  für  ein  Punkt- 
gebilde durch  die  Schnittpunkte  je  zweier  ent- 
sprechenden Strahlenpaare  erzeugt  wird.  (Vergl. 
Ib  der  Erkl.  103  und  den  dritten  Abschnitt  des 
IL  Teils  dieses  Lehrbuches.) 

Erkl.  113.  Ebenso  wie  in  Antwort  auf  die 
Fragen  31  und  32  bezw.  Figur  19  und  20  die 
Beziehungen  zweier  Punktreihen  und  zweier 
Strahlenbüschel  bei  projektivischer  Verwandt- 
schaft in  schiefer  Lage  betrachtet  sind,  wären 
auch  Untersuchungen  anzustellen  über  projek- 
tivische Verwandtschaft  in  schiefer  Lage  zwi- 
schen   zwei    Ebenenbüscheln,    zwischen    zwei 


mit  t^  in  B^,  und  B^  verbindet  mit  S^ 
durch  by 

3.  Die  Verbindungsgerade  der 
Scheitel  S^  und  ^2  ist  sowohl  ein 
Strahl  von  .S\,  als  auch  einer  von  .S'^. 
Da  die  Strahlenbüschel  S^  und  S^  aber 
in  schiefer  Lage  sind,  so  wird  der 
diesem  gemeinsamen  Strahle  (als 
einem  Strahle  von  S^)  entsprechende 
Strahl  von  S^  nach  irgend  einer  andern 
Richtung  gehen,  und  ebenso  der  dem 
Verbindungsstrahle  (als  einem  Strahle 
von  Ä2)  entsprechende  Strahl  von  6\. 
Benennt  man  daher  den  Verbindungs- 
strahl: für  Sj  mit  dem  Buchstaben  d^, 
für  S^  mit  dem  Buchstaben  e^,  so  findet 
man  der  Reihe  nach  die  Elemente  d^, 
Dj ,  df^,  D, ,  d^  und  ebenso  e^ ,  E.^ ,  e^^ , 

4.  Besonders  einfache  Konstruktion 
erlauben  diejenigen  Strahlen  von  S\ 
und  S^,  durch  welche  diese  Scheitel 
verbunden  werden  mit  dem  gemein- 
samen Punkte  der  Träger  ^1  und  t.^. 
Es  fallen  nämlich  die  beiden  Punkte 
-Hj,  H^  in  einen  und  denselben  Punkt 
Hl, 2  7  und  durch  diesen  gehen  alle  drei 
Geraden  h^,  h^,  h^.  Das  Zusammen- 
fallen der  Punkte  H^H.^  bildet  eine  Be- 
stätigung des  früheren  Ergebnisses,  dass 
das  gemeinsame  Element  der  in 
perspektivischer  Lage  befindlichen 
Punktreihen  t^  f^  sich  selbst  ent- 
sprechen muss. 

5.  Eine  ähnliche  Vereinfachung  er- 
möglichen diejenigen  Strahlen  der  Büschel 
Sj  und  S«?  durch  welche  diese  Scheitel 
verbunden  werden  mit  dem  Scheitel  S^: 
Mit  dem  Stralile  (S^S^)  =  i^  fällt  der 
Verbindungsstrahl  (I^  Sq)  =  /f,  zusam- 
men, so  dass  1.2  auf  demselben  Doppel- 
strahl ii,,^  liegen  muss.  Ebenso  fällt 
mit  dem  Strahle  (^2  S^)  =  k^  der  Ver- 
bindungsstrahl {K^  Sq)  =  Ä;„  zusammen, 
so  dass  K^  auf  dem  Doppelstrahl  kf^,.^ 
liegen  muss.  Auch  hier  müssen  die 
Strahlen  1^,^,  k^,.^  notwendigerweise 
selbstentsprechende  Strahlen 
sein,  weil  sie  die  gemeinsamen 
Strahlen  der  in  perspektivischer 
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-trahlenbimdeln.  oder  zwei  ebenen  Systemen  Lage  befindlichen  Büschel  S,-,S\  bezw. 
u.  s.  w.  Jedoch  fallen  diese  Behandlungen  ^  c  sinö. 
einerseits  ausserhalb  des  hier  gesteckten  Eah-  ^  - 
mens  elementarer  Betrachtungen,  andererseits 
hat  man  eben  in  Fig.  19  u.  20  das  genaue  Vor- 
uild  für  derartige  Erörterungen.  Projiziert  man 
z.  B.  die  ganze  Figur  20  von  einem  ausserhalb 
gel^enen  Scheitelpunkte  P,  so  erhält  man  durch 
den  Strahlenbüschel  5,  einen  Ebenenbüschel(P5j), 
durch  Strahlenbüschel  Ä,  einen  Ebenenbüschel 
(PSo).  ersteren  projiziert  auf  einen  Strahlen- 
büschel (Ptj),  letzteren  auf  einen  Strahlenbüschel 
(Pt^).  und  die  beiden  Strahlenbüschel  wieder 
aufeinander  bezogen  durch  einen  Ebenenbüschel 
(PS,;).  Die  Ebenenbüschel  (PS,)  ~  (PS.,)  haben 
eine  gemeinsame,  aber  nicht  selbstentsprechende 
Ebene  (Pd^)  =  (-Pe.,)  und  einige  besondere 
Ebenen  (Ph)  iPi)(Pk).  Und  wie  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  von  S,  und  S.^ 
eine  Punktkurve  liefern,  so  erzeugen  die  Schnitt- 
geraden entsprechender  Ebenen  der  Ebenen- 
büschel (PSJ  und  (PS,)  die  Kegelmantelfläche, 
welche  aus  sämtlichen  Verbindungsgeraden  des 
Scheitels  P  mit  den  Kurvenpunkten  jener  krum- 
men Linie  besteht  (vergl.  IIa  der  Erkl.  103). 


4.  Ueber  die  Massbeziehungen  projektivischer  Grundgebiide. 


Frage  33.  Was  vei-steht  man  nnter 
km  Teilungsverliältnis  einer 
strecke  durch  einen  Punkt? 


Erkl.  114.    Der  vorliegende  Abschnitt  über 
Massbeziehungen    der    projektivischen    Gebilde 
geht  neben   der  rein  ' geometrischen  Betrach- 
tungsweise  her,    könnte    also   zur   Not   völlig 
überschlagen  werden,  ohne  dass  der  Fortschritt 
der  Entwicklung  vom  dritten  zum  fünften  Kapitel 
eine  Lücke  erfahren  würde.  —  Ueber  die  Tei- 
lung einer  Strecke  durch  einen  Punkt  wurde 
bereit«  ausführlich  gehandelt  im  zweiten  und 
vierten  Abschnitt  des  VI.  Teils  des  Lehrbuches 
'-r  Ebenen  Elementar-Geometrie  von  Kleyer- 
i'.hs.     Man  findet  daher  an  dieser  Stelle  nur 
:e  unbedingt  notwendigsten  Angaben  von  dort 
;ederholt. 


Erkl.  115.  Die  Unterscheidung  der  beiderlei 
RichtuJigen  einer  Strecke  durch  positive  und 
negative  Vorzeichen  wird  in  der  metrischen 
Behaudlung  der  projektivischen  Geometrie  zu 
einem  wichtigen  Hilfsmittel.  Man  unterscheidet 
also  ausdrücklich: 

Aß  =  —BA. 
Und  kommt  ein  dritter  Punkt  C  hinzu,  so  hat 


Antwort,    1.  Unter  dem  Teilungs- 

yerhältnis  einer  Strecke  durch 
einen  Punkt  verstehtman  das  Längen- 
verhältnis der  beidenTeilstrecken. 
von  welchen  die  erste  einerseits  diu'ch 
den  Anfangspunkt  der  zu  teilenden  Strecke 
und  anderereeits  durch  den  Teilungsyunkt. 
die  zweite  einerseits  durch  diesen  Tei- 
lungspunkt und  andererseits  dui-ch  den 
Endpunkt  der  zu  teilenden  Strecke  be- 
grenzt wii'd. 

2.  Das  Verhältnis  hat  positiven 
Wert.,  wenn  beide  Teilstrecken  in  der 
genannten  Richtung  gleichgerichtet 
sind,  also  der  Teilpunkt  innerhalb  der 
Strecke  liegt,  und  negativen  Wert, 
wenn  die  beidenTeilstrecken  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind,  also  der  Teil- 
punkt ausserhalb  der  Strecke  liegt. 

3.  Das  Teilungsverhältnis  hat  daher 
für  jeden  Punkt  der  Geraden  einen 
besonderen  Wert,  und  umgekehrt  ge- 
hört zu  jedem  Wert  des  Teilungs- 
verhältnisses ein  einzigerPunkt  der 
Geraden.  Heisst  nämlich  die  Strecke  A  B. 
der  gegebene  Teilpunkt  C,  so  ist  das 
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1.  wenn  C  zwischen  A  und  B  liegt:  Teilungsverhältnis    AC-.CB;    wäre    die 

AB  z=  AC-\~CB,  Strecke   BÄ,    so    wäre    das   Teilungs- 

AB  —  CB  =  AC  =  AB  +  BC  Verhältnis  J5C: C/1 ,   also  reciprok  zum 

also:                                                '  vorigen.  —  Ist  umgekehrt  das  vorge- 

AB-\-BC-{^CA  =  o.  schriebene  Teilungsverhältnis  m:n,   so 

2.  Wenn  c  ausserhalb  AB  auf  der  Seite  findet  man  durch  Kechnung,  wenn  die 
über  B  hinaus  liegt,  so  hat  man  sofort :  L^nge  der  Strecke  AB^a  gesetzt  wird ; 

AC  '-=  AB -j- B C, 
oder  wie  vorhin:  AC  =■  — -   —, 

AB-\-BC+CA  =  0.  "^^^ 

Diese    Gleichung   ist    also    für    jegliche  CB  ^= — — — , 

Lage   dreier   Punkte   ABC   auf   einer  .  m-j-n 

Geraden  erfüllt.  (wobei  m  und  n  jeden  beliebigen  Wert 

haben  dürfen  und  die  Richtung  AB  als 
positive  gilt);  durch  Zeichnung  findet 
man  den  Punkt  C  nach  den  Gesetzen 
über  proportionale  Strecken  auf  den 
Schenkeln  eines  Winkels. 


Frage  34.  Was  versteht  man  unter 
dem  Teilungs Verhältnis  eines 
Winkels    durch   einen   durch  dessen 

Scheitel  hindurchgehenden  Strahl?  Antwort.    1.  Unter  dem  Teilungs - 

Verhältnis  eines  Winkels  durch 

Erkl.  116.  Das  Verhältnis  der  Abstände  einen  Strahl  versteht  man  in  der 
eines  Punktes  des  Strahles  c  von  den  Schenkeln  projektivischen  Geometrie  das  Verhält- 
des  \Vinkels  (a  h)  ist  in  Figur  21  durch  die  Seuk-    ^  .       -,         ava-j         •  -ni^        j 

rechten  auf  beide  Schenkel  angegeben.  Je  zwei  ^IS  der  Abstände  eines  Punktes  des 
vom  gleichen  Punkte  der  Geraden  c  ausgehende  Teilstrahles  von  den  Schenkeln  des 
Lote  bilden  mit  den  Schenkeln  des  Winkels  (afc)  Winkels,  oder  das  Verhältnis  der 
ähnliche^Vierecke^inwelchwi  daher  :^^  gj^^^g   ^^j.  ^^:^^^^  Teil  Winkel,   VOn 

m :  n  —  m' :  n'  —  m"  : n"  —  m'" :  n'"  u.  s.  w.    welchen  der  erste  einerseits  durch  den 

Nennt  man  i>  den  auf  c  liegenden  Abstand  Anfangsschenkel  des  ZU  teilenden  Win- 
des  Sclieitels  vom  Schnittpunkt  der  Lote  m  und «,   i    i         j       j  -^    j       i   j      m  -i 

go  jgt .  kels  und  andererseits  durch  den  Teilungs- 

m     n  strahl,  der  zweite  einerseits  durch  den 

m:n  —  —:  — .  Tcilungsstralil    und   andererseits   durch 

Hier  ist  aber:  den  Endschenkel  des  zu  teilenden  Win- 

m  kels  begrenzt  wird. 

—  =:  sin  (ac), 

^  2.   Das  Verhältnis    hat    positiven 

—  —  sin ich),  Wert,    wenn  beide   Teilwinkel  in   der 
„,,.,_         P  genannten    Umlaufsrichtung     gleich- 

''^'''  '      m:n  =  sin{ac):sin{cb).  gerichtet    sind,    also    der    Teilungs- 

Daher  ist  das  Verhältnis  der  Abstände  gleich  Strahl  innerhalb   des  Winkels   (oder 

dem  Verhältnis   der  Sinus.   —   Dasselbe  Ver-  seines  Scheitelwinkels)  liegt,  und  nega- 

hältnis  der  Abstandstrecken  m,n  bleibt  übrigens  tiven  Wert,  wenn  die  beiden  Teilwinkel 

auch  bestehen     wenn  der  Winkel  der  Geraden  entgegengesetzte    Umlaufsrichtung 

m  und  n   mit   den  Schenkeln  nicht  ein  rechter  iT.®ijm'i  j.n 

ist.    sondern    ein   schiefer,  wenn   er   nur   auf  h^ben,  also  der  TeilungSStralll  ausser- 

beiden  Seiten  gleich  gross  ist.  halb  des  Winkels  (in  einem  der  Neben- 

Erkl.  117.   Der  Wert  des  Sinusverhältnisses  '  '       °  ' 

macht  bei  Drehung  des  Teilstrahles  c  um  den  3.  Das  Teilungsverhältnis   hat  daher 

Scheitel  des  Winkels  (afc)   dieselben  Verände-  für  jeden  Strahl  durch  den  Scheitel 

rungen   durch,    wie    der  Wert   des   Strecken-  .       *',             ,            -itt    x        j            i    t,  i. 

Verhältnisses  bei  Verschiebung  des  Teilpunktes  emen  besonderen  Wert,  und  umgekehrt 

c  auf  der  Geraden  A  B :  gehört  ZU  jedem  Wert  des  Teilungs- 
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1.  Ist  c  Halbierungslinie  des  Nebenwinkels 
von  «  an  der  Seite  a,  so  ist: 


<^(ac)  =  900- -,       ^(cfe)  =  90  + 


oder: 


sin  (ac)  =■  cos  — ,      sin  (c  b) 


2' 


also  wegen  äusserer  Teilung: 

sin  (ac) :  sin  (cb)  z=.  —  1. 

2.  Fällt  c  mit  a  zusammen,  so  ist: 

<^{ac)=^  0«, 

sin  (a  c)  =  0, 

sin  (ac)  :  sin  (cb)  =  0. 

3.  Ist  c  Winkelhalbierende  von  «,  so  ist: 


<{ac) 


also; 


(«6)  =  i- 


sm  (ac)  :  sin  (cb)  =  1 . 

4.  Fällt  c  mit  6  zusammen,  so  ist: 

<^  (c6)  =  0,     sin  (cb)  =  +  0, 
.*»n  (o  c)  :  sin  (c  6)  =  +  <»• 

5.  Ist  c  Halbierungslinie  des  Nebenwinkels 
von  a  an  der  Seite  &,  so  ist: 

<^(ac)  =  900+|-,      <^(cft)  =  90-|-, 

iler  sin  von  jedem  gleich  cos  -^,  also  wegen  der 

äusseren  Teilung: 

sin  (a  c)  :  sin  (cb)  =  —  1, 
wie  im  Falle  1. 

6.  Zwischen  1  und  2,  2  und  3,  3  und  4, 
4  und  5  macht  das  Teilnngsverhältnis  der  Reihe 
nach  die  Zwischenwerte  durch  von  —  1  zu  0, 
0zu4-l,-|-l  zu-j-oc,  —  OD  zu  —  1. 


Verhältnisses  ein  einziger  Strahl 
durch  den  Scheitel.  Heisst  nämlich  der 
Winkel  (ab),  der  gegebene  Teilungs- 
strahl c,  so  ist  das  Teilungsverhältnis: 

sin  (ac)  :  sin  (cb); 

wäre  der  Winkel  (ba),  so  wäre  das 
Teilungs  Verhältnis : 

sin  {bc)  :  sin  (ca), 

also  reciprok  zum  vorigen.  —  Ist  um- 
gekehrt das  vorgeschriebene  Teilungs- 
verhältnis : 

sin  (ac)  :  sin  (cb)  =  m  :  n, 

SO  findet  man  den  Teilungsstrahl  durch 
Konstruktion  mittels  zweier  Parallelen 
zu  den  Winkelschenkeln  in  Abständen 
m  und  n  (vergl.  die  punktierten  Geraden 
in  Figur  21);  die  Berechnung  der  Teil- 
winkel führt  auf  eine  goniometrische 
Gleichung. 
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Erkl.  118.  Das  Sinusverhältnis  ist  nicht 
zu  verwechseln  mit  dem  Grössenverhältnis  der 
beiden  Teilwinkel  selbst,  und  ebensowenig  mit 
dem  Streckenverhältnis  der  auf  einer  beliebigen 
Transversalen  des  Winkels  entstehenden  Teil- 
strecken. Beim  Vergleich  mit  dem  ersten  fallen 
zwar  (siehe  Aufgabe  50  im  VI.  Teile  von  Kleyer- 
Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie)  die  drei 
Grenzwerte  0,  +1,  +  °°  zusammen,  nicht 
aber  die  einzelnen  Zwischenwerte  — 
abgesehen  davon,  dass  das  eine  Mal  das  Ver- 
hältnis zweier  Winkel,  das  andere  Mal  das 
Verhältnis  zweier  Strecken,  bezw.  das  stets 
ebensogrosse  Verhältnis  zweier  Sinuswerte  in 
Betracht  kommt.  Beim  zweiten  der  obigen  Ver- 
gleiche findet  in  einem  Falle  völlige  Gleichheit 
aller  Verhältniswerte  statt,  wenn  nämlich  die 
Transversale  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bildet 
mit  dem  Winkel  «  als  Winkel  an  der  Spitze; 
in  jedem  andern  Falle  aber  hat  man  völlig  ver- 
schiedene Werte. 


Frage  35.  Was  versteht  man  unter 
dem  Doppelverhältnis  von  vier 
Punkten  auf  einer  Geraden? 

Erkl.  119.  Nimmt  man  in  Figur  23  AB 
als  Grundstrecke  und  einen  äusseren  Punkt  Z> 
als  dritten  festen  Punkt,  also  nicht  D,  wie  in 
nebenstehender  Antwort,  sondern  C  als  veränder- 
lichen vierten  Punkt,  so  ist: 

AD 

DB 
eine   negative  Grösse  zwischen  — 1   und 
—  00 ,   und  man  hat  nunmehr  der  Eeihe  nach 
zu  dividieren  durch  das  Teilverhältnis 

AC 

V  =:: 

CB 

für   die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes    C, 

wie  folgt: 


Antwort.  1.  Unter  dem  Doppel- 
verhältnis von  vier  Punkten  auf 
einer  Geraden  versteht  man  den 
Quotienten  der  beiden  Teilungs- 
verhältnisse, nach  welchen  die  Strecke 
zwischen  zweien  von  den  vier  Punkten 
durch  den  dritten  und  durch  den  äderten 
geteilt  wird.  —  Das  erste  Paar  Punkte 
und  das  zweite  Paar  Punkte  heissen  zu- 
geordnete Punkte.  —  So  wird  in 
Figur  22  (S.  48)  die  Strecke  AB  ge- 
teilt durch  den  Punkt  C  im  Verhältnis: 

V  =  AC-.CB, 

durch  den  Punkt  I)  im  Verhältnis: 

w  =  AD:DB;  (Forts.  S,  47). 


C  in  Go 

C  zwischen  oo  und  A- 

C  in  A 

C  zwischen  A  und  B 

C  in  B 

C  zwischen  B  n.  D 

C  in  D 

C  zwischen  D  und  oo 

C  in  00 


v=  —  1  —  =  —  w  (positiv) 

w 
—  l<^«j<^0  —  M><<-^<<-|-oo   (positiv,  zunehmend) 

V  =  0 


w 

■ =    -f-  00 


0<:^f'<^-(-Qo oo<^  —  <^0  (negativ,  ansteigend  gegen  0) 


=  0 


0  <<  —  <<  4~  1  (positiv,  zunehmend) 


+  1 


uf<^c<C  —  1  ••  +1>  —  ^  —  w  (positiv,  zunehmend) 


*  =  — 1 


—  =  —  tv   (positiv) 
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Also  gehört  auch  in  diesem  Falle  zu  jedem 
bestimmten  Punkt  C  ein  besonderer  Wert  des 
Doppelverhältnisses,  und  umgekehrt  zu  jedem 
Wert  des  Doppelverhältnisses  ein  bestimmter 
Punkt  C. 

Erkl.  120.  Sind  die  Punkte  ABC  gege- 
ben, also 

AC 
'  =  -CB 
bekannt,  und  ausserdem  der  Wert  des  Doppel- 
verhältnisses  (AB CD)  :=.  ).  gegeben,   so  findet 
man  leicht  den  Wert: 

AD 
''  =  -DB^ 
der  zur  Konstruktion  des  Punktes  D  verhilft. 
Denn : 


X  =  — 


lieterr : 


Dieser  Bruch  —ist  also  der  Wert  desTeilnngs- 

verhältnisses ,  nach  dem  die  Strecke  AB  durch 
D  geteilt  werden  muss. 

Erkl.  121.  Die  24  Doppelverhältnisse,  welche 
für  die  vier  Punkte  ABCD  gebildet  werden 
können,  lassen  sich  zunächst  in  drei  Gruppen 
teilen ,  an  deren  Spitze  diejenigen  drei  An- 
ordnungen ).,  fi,  V  treten,  bei  welchen 

1.  die  Strecke  AB  (bei  A), 

2.  die  Strecke  AC  (bei  fx), 

3.  die  Strecke  AD  (bei  v) 

je  durch  die  beiden  andern  Punkte  geteilt  wer- 
den soll.    Bezeichnet  man  das  Doppelverhältnis 

(.4BC'Z»=.;.=  ^^    ^^        ^^'-^^ 


CB  '  DB 


CBAD 


für  den  Augenblick  durch  den  Bruch: 

0  findet  man  einmal,  dass: 

x-s   X     r  *..y  X     y  s     r 

I/-V         y     «    ~  r  '  X  ~   r  '  8  y  '  a;  ' 

und  femer,  dass  der  reciproke  Wert: 

>'•</ ii.* y.* ''.*  y    ^ 

s-x  8'i/~x'r~x'y  s   '  r' 

Alsö  wird  in  obigen  Werten  einmal: 

AC     AD         BD     BC         CA     CB 


CB     DB        DA'  CA         AD     BD  ~  BC  '  AC 

i  i  i  I 

/.  =  (ABCD)    =    (BADC)    =     {CD  AB)    =    (DCBA); 

und  ferner  der  reciproke  Wert: 
_J__  _  j^.j4C  _  ^BC    ^_  ^    ^  _   CB     CA 
(ABCD)         DB'  CB         C A  '  DA  ~  AC  '  BC  ~"BD  '~ÄD 

rill 

y    =    (ABDC)    =    (BACD)    =    (DCAB)   =    (CDBA). 


also  ist  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Punkte  ABCD  gleich  dem  Quo- 
tienten: ^c    AD 

""'''  = -CB  -DB  ='■• 

Man  nennt  dasselbe  auch  ,.anharmoni- 
sche  Funktion  der  vier  Punkte"  und 
schreibt  es  abgekürzt  mit  der  einge- 
klammerten Buchstabenfolge: 

).  =  (iABCD). 

2.  Der  Wert  des  Doppelverhältnisses 
ist  positiv,  wenn  beide  Glieder  r  und 
u-  gleichzeitig  positiv  oder  gleichzeitig 
negativ  sind,  also  wenn  die  Punkte  C 
und  D  beide  innerhalb  AB  oder 
beide  ausserhalb  AB  liegen,  wie  in 
Figur  22;  das  Doppelverhältnis  hat 
negativen  Wert,  wenn  die  beiden 
Glieder  r  und  u-  von  entgegengesetztem 
Zeichen  sind,  wenn  also  von  den  Punk- 
ten C  und  D  der  eine  innerhalb  AB, 
der  andere  ausserhalb  AB  liegt, 
wie  in  Figur  23. 

3.  Um  den  Wert  des  Doppelver- 
hältnisses im  einzelnen  festzustellen, 
wählt  man  zunächst  einen  bestimmten 
Punkt  A  als  festen  Anfangspunkt,  dann 
einen  Punkt  B  als  zugeordneten  festen 
Endpunkt  der  zu  teilenden  Strecke,  dann 
einen  Punkt  C  etwa  zwischen  A  und  B 
(Figur  22  und  23)  als  festen  dritten,  und 
endlich  einen  Punkt  D  als  veränder- 
lichen vierten  Punkt.  Wandert  dann 
der  Punkt  D  aus  dem  Unendlichen  von 
links  herein  gegen  A  und  duixh  C,  B 
wieder  nach  rechts  ins  Unendliche,  so 
ist  der  hier  positive  Wert 

AC 

'  =  -CB 

des  Teilungsverhältnisses  für  Punkt  C 
der  Reihe  nach  zu  dividieren  durch  den 
Wert  n-  des  Teilungs Verhältnisses  für 
die  aufeinander  folgenden  Lagen  des 
Punktes  D,  wie  folgt  (s.  folgende  Seite): 

DB     DA      ^ 

,  oder: 


,  oder: 


48 


A 

I— 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.    I.  Teil 
Figur  22. 

C  DB 


Figur  23. 
C 


B 


D 


Z)  in  00 

D  zwischen  oo  und  A  • 

D  in  A 

D  zwischen  A  und  C 

D  m  C 

D  zwischen  C  und  B 
(Figur  22) 

D  in  ß 

D  zwischen  B  und  oo 
(Figur  23) 

Z>  in  00 


Erkl.  122.  Aus  der  vorigen  Entwicklung 
entnimmt  man  die  angekündigte  Anordnung  in 
drei  Gruppen: 

A  =  (ABCD)  —  (BADC)  —  {CDAB)  —  (T)CBA) 

1 1 1 1 

""  {ABDC)  ~  (BACD)  ~  (DCAB)  ""  {CDBAy 

fi  =  (ACBD)  =  (CADB)  =  (BDAC)  =  (DBCA) 

1 1 _1 1 

~  (ACDB)  "  (CABD)  ~  (DBAC)  ~  {BDCA)' 

V  =1  (_AI)BC)  =  (DACB)  -  (BCAD)  =  (CBDA) 

_  __1 _        1 1__ 1 

~  (ADCB) '"  (DABO)  ~  {CBAD) ""  {BCDA)' 

Man  erkennt  nämlich,  dass  innerhalb  jeder 
Gruppe  Gleichheit  besteht  bei  Vertauschung 
zweier  beliebigen  Elemente,  wenn  zugleich 
die  beiden  andern  Elemente  ebenfalls  vertauscht 
werden;  dass  aber-  der  reciproke  Wert  ent- 
steht, wenn  zwei  zugeordnete  Elemente, 
d.  h.  die  beiden  Streckenpunkte  oder  die  beiden 
Teilungspunkte  vertauscht  werden. 

Erkl.  123.     Aber  auch  die  drei  Werte  l, 
fi,  V  stehen  untereinander  in  engem  Zusammen- 
schreibt man  nämlich  einzeln: 


w  —  —l 


i^,y,  /n         _,,^JL>  —  °°  (negativ, 
^^"^^^  «;;>^^  fallend  bis  -  X  ) 


«•  ~  +  0  =:  +  00 

—  W 

c\  ^      ^  ^-^^>  +  l  (positiv,  ab- 

0<«;<t>  x>  — ^-r  j,;hmend) 

w  ■=■  V  —  =  -j-  1 


^<1  w<c  °° 

1> 

— >0(posi 

?<?  =  +  00 

w         — 

— X  <:;^?^<;^ — 1 

0> 

w  =  —\ 

V 

X  =  {ABCD)  = 
/*=  {ACBD)  =^ 
V  —  {ADBC)  = 


AC 

AD 

ACDB 

CB 

DB  ~ 

ADCB' 

AB 

AD 

AB-DC 

BC 

DC  ~ 

ADBC 

AB 

AC 

AB'CD 

BD 

■  CD  ~ 

AC-BD  ' 

■ärts) 


4.  Sind  also  drei  Punkte  ABC  in 
ihrer  Eigenschaft  als  erster,  zweiter 
und  dritter  fest  gewählt,  so  hat  das 
Doppel  Verhältnis  für  jeden  vierten 
Punkt  D  einen  besonderen  bestimmten 
Wert,  und  umgekehrt  gehört  zu  jedem 
Wert  des  Doppelverhältnisses  ein  ein- 
ziger vierter  Punkt  D.  Die  Kon- 
struktion oder  Berechnung  dieses  vierten 
Punktes  geschieht  dadurch,  dass  man 
aus  den  bekannten  Grössen 

—  und  V 

w 

den  Wert  tv  allein  bestimmt,  und  hier- 
nach den  Punkt  D  aufsucht. 

5.  Da  in  dem  Ausdruck  {ABCD) 
jeder  Punkt  nach  seiner  Stellung  als 
erster,  zweiter,  dritter,  vierter  Punkt 
verschiedene  Bedeutung  hat,  so  erhält 
man  durch  verschiedene  Wahl  der  Reihen- 
folge so  viel  verschiedene  Doppel  Verhält- 
nisse, als  Umstellungen  möglich  sind, 
nämlich  24.  Denn  man  hat  für  den 
ersten  Punkt  als  Anfangspunkt  der  zu 
teilenden  Strecke  Auswahl  unter  vieren ; 
wenn  dies  geschehen,  für  den  zweiten 
Punkt  als  Endpunkt  der  zu  teilenden 
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so  erkennt  man,  dass  bis  aufs  Vorzeichen  der 
Zähler  bei  ).  gleich  dem  Nenner  bei  v  ist .  und 
ebenso  bis  aufs  Vorzeichen  /.  und  u  gleichen 
Nenner,  u  und  r  gleichen  Zähler  haben,  also 
etwa : 

.'/  ar  —XX 


—  y 


y 


Folglich  ist: 

/.  •  V  =  —  u,  oder  /.  =:  —  - —  und  »•  =  —  V- 
■  dass  nur  noch  zwei  Werte  selbständig  bleiben. 


£rkl.  124.  Hierzu  kommt  endlich  noch  eine 
Beziehung  zwischen  X  und  .u  selbst,  welche 
folgendermassen  entsteht:  Die  gleichnamigen 
Brüche : 

ÄCBD         ,  AB-DC 

'■  =    ÄD.BC    ^^^^  ■"  =    AD-BC 
kann  man  addieren  zu: 

AC-BD-^  AB-DC 


;.  +  u=. 


AD-BC 
-^^etzt  man  im  Nenner  nach  Erkl.  115: 

AD  —  AC-\-CD  und  BC  —  BD  +  DC. 
sc  wird  durch  teilweise  Ausführung  der  Multi- 
plikation : 

ADBC  —  AC-BD-r  BDCD^  DC-AD 
=  ACBD-{-DC(AD+DB) 
=  AC-BD-^-DC-AB. 
Es  haben  also  Zähler  und  Nenner  denselben 
Wert,  und  man  findet: 

;.^  u  =  1. 
1  1 


Strecke  noch  jedesmal  Auswahl  unter 
dreien,  für  den  dritten  Punkt  als  ersten 
Teilpunkt  noch  Auswahl  unter  zrs'eien, 
also  im  ganzen  Auswahl  unter 

4.3-2  =  24 
verschiedenen  Gruppierungen  der  vier 
Punkte.  Zwischen  den  Teilstrecken, 
welche  durch  vier  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden bestimmt  werden,  lassen  sich  also 
24  Doppelverhältnisse  aufstellen:  die- 
selben haben  aber  nur  sechserlei  ver- 
schiedene Werte,  die  ausserdem  in  engem 
Zusammenhange  miteinander  stehen. 
(Vergl.  Erkl.  124.) 

;Man  kann  die   dahin  gehörigen  Er- 
gebnisse in  Worte  fassen,  wie  folgt: 

Satz  6.  Der  Wert  eines  Dop- 
pelverhältnisses ?.  bleibt  gleich 
(=  a)  bei  gleichzeitiger  Tertau- 
schung  zweier  beliebigen  Ele- 
mentepaare, er  wird  reciprok 


;.  —  1 


1 


u 

;.  — 1 


1  — ;. 


1 


1 


Und  somit  können  sämtliche  Werte  der  24 
Doppelverhältnisse  nach  dem  einzigen  Werte 
}.  ausgedrückt  werden,  nämlich  je  viermal  durch 
die  Werte: 


1 


1 


1 


;.  - 1 


1 


1 


(=1) 


bei  einer  Vertauschung  zweier 
zugeordneten  Elemente,  er  wird 
zur  Ergänzung  zur  Einheit 

(=1-A) 
bei  Vertauschung   der    zwei    in 
der  Mitte   stehenden,  nicht  zu- 
geordneten Elemente. 

In  der  That  entsteht  z.  B.  im  zweiten 


und  dritten  Falle  stets  wieder  /., 
die  entsprechende  Vertauschung 
mal  nacheinander  gemacht  wird: 

1      -^i-d-;,,.    ■ 


wenn 
zwei- 
denn 


1 


;. 


und  der  Wert  jeder  andern  Umstellung 
kann  auf  dieser  Grundlage  in  beliebiger 
Aufeinanderfolge  der  Anwendungen  ab- 
geleitet werden. 


Frage  36.  Was  versteht  man  unter 
lern  Doppelverhältnis  von  vier 
strahlen  durch  einen  Punkt? 


Antwort.  1.  Unter  dem  Doppel- 
verhältnis von  vier  Strahlen 
durch  einen  Punkt  versteht  man 
den  Quotienten  der  beiden  Sinus- 
verhältnisse, nach  welchen  der  Win- 
kel zwischen  zweien  von'den  vier  Strahlen 
durch  den  dritten  und  durch  den  vierten 
geteilt  wird.    Das  erste  Paar  Strahlen 
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Figur  24. 


Figur  25. 


Erkl.  125.  Der  Inhalt  der  Erkl.  119  und  120 
überträgt  sich  ohne  weitere  Begründung  von 
dem  Doppelverhältnis  (AB CD)  zwischen  vier 
Punkten  auch  auf  das  Doppelverhältnis  {ab cd) 
zwischen  vier  Strahlen.  Dasselbe  ist  der  Fall 
mit  den  Bruchrechnungen  in  Erkl.  121,  122, 
123,  bei  welchen  hier  nur  statt  der  Strecken 
zwischen  den  durch  die  grossen  Buchstaben  be- 
zeichneten Punkten  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  C D 
jeweils  zu  setzen  sind  die  Sinusfunktionen 
der  entsprechenden  durch  kleine  Buchstaben  be- 
zeichneten Winkel : 

sin  (ab),     sm{ac),     sin  (ad),     sin(bc), 
sin(bd),     sin  (cd). 

Eine  abweichende  Behandlung  aber  erfordert 
die  letzte  Beziehung  ^  =  1  —  ,u  in  Erkl.  124, 
weil  die  Beziehung: 

AD-BC=  AC-BD-\-  DC-AB 
sich  zwar  wohl   auf  die  Winkel   selbst,    aber 
nicht   ohne   weiteres   auf  die   Sinusfunktionen 
übertragen  lässt.    Dennoch   bleibt   auch   diese 
Beziehung  für  die  Winkelfunktionen  bestehen. 


und  das  zweite  Paar  Strahlen  heissen 
zugeordnete  Strahlen.  —  So  wird 
in  Figur  24  oder  25  der  Winkel  {ab) 
geteilt:  durch  den  Strahl  c  im  Verhältnis: 

V  =  sin  (ac)  :  sin  (cb), 

durch  den  Strahl  d  im  Verhältnis: 

tv  z=  sin  (a  d) :  sin  (d  b) ; 

also  ist  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Strahlen  ah  cd  gleich  dem  Quo- 
tienten : 

sin(ac)      sin  (ad) 

V  :  w  = y — —  : ^^ -, 

sin  (cb)      sin(db) 

abgekürzt  geschrieben  l  =  (abcd). 

2.  Der  Wert  des  Doppelverhältnisses 
ist  auch  hier  positiv,  wenn  beide 
Glieder  v  und  iv  gleichzeitig  positiv 
oder  gleichzeitig  negativ  sind,  also  Avenn 
die  Strahlen  c  und  d  beide  im  Innen- 
winkel (ab)  oder  beide  im  Neben- 
winkel (ab),  d.  h.  beide  im  gleichen 
Winkel  räum  der  Strahlen  a  und  h 
liegen  (wie  in  Figur  24);  das  Doppel- 
verhältnis hat  negativen  Wert,  wenn 
beide  Glieder  v  und  /r  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen  sind,  wenn  also  von 
den  beiden  Strahlen  c  und  d  der  eine 
im  Innenwinkel  (ab),  der  andere  im 
N  e  b  e  n  w  i  n  k  e  1  (a  6)  liegt,  d.  h.  wenn  beide 
in  verschiedenen  Winkelräumen 
der  Strahlen  a  und  b  liegen  (Figur  25). 

3.  Um  den  Wert  des  Doppelver- 
hältnisses im  einzelnen  festzustellen, 
wählt  man  zunächst  einen  bestimmten 
Strahl  a  als  festen  Anfangsstrahl, 
dann  einen  Strahl  b  als  zugeordneten 
festen  Endschenkel  des  zu  teilenden 
Winkels,  dann  einen  Strahl  c  (etwa 
im  Innenwinkel  ab,  Figur  24  und  25) 
als  festen  dritten,  und  endlich  einen 
Strahl  d  als  veränderlichen  vierten  Strahl. 
Dreht  sich  dann  der  Strahl  d,  ange- 
fangen von  der  Nebenwinkelhalbierenden, 
herein  gegen  a,  c,  b  bis  wieder  zur 
Halbierungslinie  des  Nebenwinkels,  so 
ist  der  hier  positive  "Wert 

sin  (a  c) 
sin  (c  b) 

des  Sinusverhältnisses  für  Strahl  c  der 
Reihe  nach  zu  dividieren  durch  den 
Wert  IV   des   Teilungsverhältnisses   für 
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d  Nebenvrinkelhalbierende 

d  zwischen  Nebenwinkel- 
halbierende nnd  a 

d  auf  a 


die    aufeinanderfolgenden    Lagen 
Strahles  d,  wie  folgt: 

V 

tr 
—  l^ic^O       _  p  ^  _L  >-<»  (negativ. 


des 


zwischen  a  und  c 

0</r<r 

-^  ;f     abnehmend) 

auf  c 

tC  :=   l- 

zwischen  e  und  6 
(Figur  24) 

r  <  ff  <  X 

1  -^    ^  >0  (positiv, 
^  jr   abnehmend) 

d  auf  & 

(?  zwischen  b  u.  Nebeu- 
winkelhalbierende  (Fig.  25) 

d  Nebenwinkelhalbierende 


-^  Q0<  fr  <  —  1         0  > 


=  +0 

>>  —  V  (negativ,  fallend 
von  0  abwärts) 


Erkl.  126.    Zum  Beweis   der 


Be- 


4.  Sind  also  drei  Strahlen  abc  in 
ihrer  Eigenschaft  als  erster,  zweiter, 
dritter  fest  gewählt,  so  hat  das 
Doppelverhältnis  für  jeden  vierten 
Strahl  d  einen  besonderen  bestimmten 


zlehxms  beachte  mau  zunächst,  dlss'^wfe  flir  ^ert,  und  umgekehrt  gehölt  zu  jedem 


trecken  nach  Erkl.  115,  so  auch  für  Winkel 
unter  Festhaltung  bestimmter  Drehnngsrichtung 
die  Beziehung  gilt: 

<^{ah)  =  —{ba), 
(ab)-\-  (bc)  =  (ae), 
also : 

(ab)  -f  (bc)-\-{ca)  =  0,  u.  s.  w. 
Panu  liefert  auch  der  Bruch: 

sin(ac)  sin(db)        sin  (ab)  sin  (de) 

"^ '  sin  (c  b)  sin  (a  d)        sin  (b  e)  sin  (a  d) 

sin  (a  c)  sin  (b  d)  -j-  sin  (a  b)  sin  (d  c) 

sin  (a  d)  sin  (6  c) 
den  Wert  1. 

Setzt  man  nämlich  im  Nenner: 

<^(ad)z=(ab)  +  (bc)-}-ied), 
so    wird    durch    wiederholte   Anwendung    der 
goniometrischen  Formeln: 

sin  (a  +  /*)  =  sin  a  cosß  +  «w  o  sin  ß 
und 

eos  (a  +  /S)  ^  cos a  cosß  —  sin asinß: 


Wert  des  Doppelverhältnisses  ein  ein- 
ziger vierter  Strahl  d.  Die  Kon- 
struktion oder  Berechnung  des  ^ie^ten 
Strahles   geschieht  dadurch,   dass  man 

aus  den  bekannten  Grössen  —  und  v 

w 

den  Wert  ic  allein  bestimmt  und  hier- 
nach Strahl  d  aufsucht. 

5.  Durch  die  verschiedene  Reihenfolge 
der  Strahlen  ab  cd  als  erster,  zweiter, 
dritter,  vierter  Strahl  entstehen  auch 
unter  den  vier  Strahlen  24  verschiedene 
Doppelverhältnisse;  und  unter  diesen 
bestehen  genau  dieselben  Beziehungen, 
wie  solche  in  voriger  Antwort  auf 
Frage  35  und  besonders  Satz  6  für  die 
24  Doppelverhältnisse  unter  vier  Punkten 
festgestellt  wurden. 


,n  (a d)  =  sin  [(a  b)  +  (6 c)  -j-  (c d)]  =  sin  Ua  b)  +  (be)] •  cos  (e d)  -f-  sin  (cd) -cos  [(o h)  -\-  (6 c)] 

=  [sin  (o b)  •  cos  (b c)  -f-  sin  (b c) •  cos  (a 6)]  coscd-\-  sin  (cd)  [cos  (o 6) •  eos  (b c)  —  sin  (a b)-sin  {bc)] 
=■  sin(ab)'eos(bc)-cos(cd)-\-  cos{ab)-sin(bc)-eos(cd)  -^ co8(ab)-eos(bc)-sin(cd) 

—  sin  {a  b)  •  sin  {b  c)  •  sm  (c  d). 
Multipliziert  man  diesen  in  den  drei  Winkeln 
vmmetrisch  gebauten  Ausdruck  noch  mit  8in(bc). 
'  entsteht : 

"1  (a d)  •  «in  (6 e)  =  sin  (ab)- sin  (bc)-co8(bc)-cos{ed) -^  cos  (o  b) •  sin* (bc)- eos  (e d) 

-j-  cos  (a  b)  •  sin  (b  e)  •  cos  {b  c)  -sin  (cd)  —  sin  (o  b)  •  «im*  (b  e)  •  sin  (e  d). 
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Im  letzten  Gliede  ersetzt  man  sm-(bc) 
durch  1  —  cos2(6c),  so  dass  dasselbe  wird  zu 
—  sin  (a  b) '  sin  (c d)  -\-  sin  (o  b)  •  cos-  (b  c)  •  sin  (c d). 

Und  nun  wird  der  jetzt  fünfgliederige  ganze 
Ausdruck    durch    Vorklammersetzung    in    den 
beiden   ersten,   sowie   im   dritten  und   fünften 
Gliede  zu: 
st«  (a  d)  •  sin  (b  c)  =  siii  {b  c)  •  cos  (c  d)  [sin  (a  b)  •  cos  (b  c)  -[-  cos  (a  b)  •  sin  (b  c)] 

-\-  cos  {bc)'Sin  (c  d)  [sin  (fc  c)  •  cos  (a  b)  -\-  cos  (b  c)  •  sin  (a  b)]  —  sin  («  b)  •  sin  (c  d) 

=  [sin  (a  b)  •cos(bc)-\-  cos  (a  b)  •  sin (bc)]-  [sin  (6 c)  •  cos  (c  d)  -[-  cos  (6 c)  •  sin  (c  d)]  —  sin  (a  b)  sin  (c  d) 

=  sin  {{ab)-{-  (b c)] •  sin  [(bc)-\-  (c d)]  —  sin  (a  b)  sin (c d)  =  sin  (a c) •  sin  (bd)-\-  sin  (o b) •  sin  (d c), 
also  oben  Nenner  =  Zähler. 


Erkl.  127.  Demnach  lassen  sich  nun  auch 
die  24  Doppelverhältnisse  unter  vier  beliebig 
gegebenen  Strahlen  ab  cd  anordnen  zunächst  in 
den  Gruppen  k,  ^,  v  mit  je  acht  Ansätzen,  von 
denen  je  vier  einander  gleich  und  den  vier  andern 
reciprok  sind,  während  unter  den  Grössen  X,  u,  v 
die  Beziehung  besteht: 

A  -|-  jU  r=  1,     }.  '  V  :=.  —  fl, 

also: 


;. 


;. 


Eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der 
24  Werte  ergibt  (sowohl  für  kleine  wie  grosse 
Buchstaben,  d.  h.  für  Strahlen  oder  Punkte  giltig) : 


1 


\  —  r 
(abcd) 
(bade) 
{cdab) 
(dcba) 


=  1— j. 

(abdc) 
(bacd) 
(cdb  a) 
(dcab) 


1  —  k 


v  —  1 

{acb  d) 
(bdac) 
(cadb) 
(dbca) 


1 


1  — ;. 

_  1^ 


(acdb) 
(bdca) 
(cabd) 
(dbac) 


Frage  37.  Welche  Längenbeziehungen 
liefern  die  Fluchtpunkte  zweier  pro- 
jektivischen  Punktreihen  in  perspektivi- 
scher Lage? 

Erkl.  128.  In  Figur  26  haben  die  beiden 
Punktreihen  perspektivische  Lage  zu  einander. 
Es  ist  aber  klar,  dass  die  Abstände  G^A^  und 
F^A.2,  G^B^  und  F^B^  sich  der  Grösse  nach 
nicht  verändern,  wenn  die  Lage  der  Punkt- 
reihen verändert  wird;  und  so  gilt  der  Satz  7 
nicht  nur  für  perspektivische  Lage,  sondern 
auch  für  schiefe  Lage;  und  das  Produkt  ge- 
winnt einen  bleibenden  Wert,  genannt  die 
„Konstante  der  projektivischen  Be- 
ziehung-*  der  beiden  Punktreihen.  Eine  ana- 
loge Beziehung  für  zwei  projektivische  Strahlen- 
büschel findet  man  in  der  Antwort  der  folgenden 
Frasre  38. 


;.  — 1 
;. 

«— 1 


(adbc) 
(bcad) 
(ebda) 
{dacb) 


;.  —  1 

u  —  1 


{adcb) 
(bcda) 
(cbad) 
(dabc) 


Antwort.  1.  In  Figur  26  sind  F^  und 
G^  diejenigen  Punkte  der  Punktreihen 
f^  und  ti,  welche  den  unendlich  fernen 
Punkten  F^  und  G.^  der  Reihen  ti  und  t^ 
entsprechen.    Da  nun: 

t,  \\SF^  und  t..,\\SG^, 

so  bilden  wegen  Gleichheit  der  Winkel 
{t^f)  =  {t^fj)  und  der  korrespondierenden 
Winkel  bezw.  Wechselwinkel  an  der 
Schnittlinie  die  Schenkel  der  Winkel  {t^  f) 
und  (f^g)  mit  jedem  Strahle  durch 
S  zwei  ähnliche  Dreiecke,  worin 
die  Strecken  SF^  und  SG^  konstante 
Strecken   der   Punktreihen   in   der   ge- 


Ueber  die  Massbeziehnngen  projektivisoher  Grundgebilde. 
Fisnir  26. 


Ö3 


h  7\  S  A  h- 


Erkl.  128  a.  Bei  der  in  Figur  26  vorhandenen 
perspektivischen  Lage  der  Pnnktreihen  ist: 

DG^  =  F.,S  und  G^S=  DF.^, 
also  das  Produkt: 

G^S-F,S  —  DG,-DF._, 
•1.  h.  gleich  dem  Produkt  der  Abstände  der 
Fluchtpunkte  vom  selbstentsprechenden  Schnitt- 
punkt der  Reihen.  Hieraus  kann  man  umgekehrt 
den  Schluss  ziehen,  dass  die  perspektivische  Lage 
dann,  aber  auch  nur  dann  eintreten  wird,  wenn 
das  Produkt  diesen  Wert  hat.  Dies  bleibt  aber 
der  Fall  bei  jeglicher  Drehung  der  Punktreihen 
um  den  Punkt  Z>,  und  sowie  die  Reihen  mit 
zwei  entsprechenden  Punkten  unter  beliebigem 
Winkel  aufeinandergelegt  werden.  —  Endlich 
kann  der  nebenstehende  Satz  auch  zur  Kon- 
struktion bezw.  zur  Berechnung  der  Lage  ent- 
sprechender Punktepaare  benutzt  werden,  indem 
zu  willkürlichem  Abstände  6',B,  der  zugehörige 
Abstand  gefunden  wird : 

-,  _         Produkt 


gebenenLage  sind,  dagegen  die  Strecken 
J,i%,  A^G^  oder  5., F.,  J?,(r,  veränder- 
liche Strecken  je  nach  Wahl  eines  be- 
liebigen Punktepaares  A^A^  oder  B^B^. 
bo  sind:  ^o^ii^Se^F^SB,, 
folglich :  Qß.Qs=F,S:F,B^ ; 
und  ebenso: 

A,G^A^Si>£F,SA,, 
folglich : 

G,A^:G,S—  F.^S-.FoA.^. 

Hieraus  erhält  man  aber: 

<r,  S'  F^  S  =  G^A^-F^  Ä^ , 

und  oben: 

Gy  S'  F^  S  =  G,  Bj  •  F^  Bj. 

Demnach  entsteht  derselbe  Aus- 
druck G,S'F.,S  =  DG,-DF,  hei  jeg- 
lichem Produkt: 
G,  A,  •  F.A,  =  G,B,-  i- g  B.,  —  G,C\F._C, 

zweier  solcher  Streckenpaare,  und  man 
erhält  die  Aussage: 

Satz  7.  In  zwei  projektivisch 
verwandten  Punktreihen  hat 
das  Produkt  der  Strecken  von 
je  zwei  entsprechenden  Punkten 
zum  Fluchtpunkt  ihrer  Punkt- 
reihe einen  konstanten  Wert 
(bei  pei-spektivischer  Lage  gleich  dem 
Produkt  der  Abstände  beider  Flucht- 
punkte vom  Trägerschnittpunkt  oder 
vom  Projektionsscheitel). 
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Erkl.  129.    Wenn  man  die  Ergebnisse  der       2.    Bei   den    beiden    Streckenpaaren 

unten  folgenden  Antwort  auf  Frage  40  hier  q  a  „„d  i?U,  bezw.  G,B,  und  F,B., 
schon  vorausnimmt,  so  erhalt  man  für  neben-       J  j^       ,,      -    .-         i.  i.    i-       •      oi.       i  ' 

stehenden  Satz  7  den  folgenden  andern  Beweis:  Wird  im  allgemeinen  Stets  die  eine  Strecke 

Die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse:  grösser,  die  andere  Strecke  kleiner  sein 

{A^B^c^D^)  =  {A^B^c^D^),  müssen,  damit  das  von  ihnen  gebildete 

in  der  Weise  angeschrieben,  dass  für  C  und  D  Rechteck  konstanten  Inhalt  behält;  und 

die  unendlich  fernen  Punkte  jeder  Eeihe  und  wegen     des     Vorzeichens     wird,     wenn 

die  ihnen  entsprechenden  Fluchtpunkte  ein-  a  und  B,  auf  t.  nach  gleicher  oder 
gesetzt  werden,  liefert:  ^  ,  i   •  i,        o  -^  n     ^• 

(A  B  F  G)  =  (A  B  F  G)  "^^^^   Ungleicher   Seite  von   G^   liegen, 

oder:      ^  »   i   »    i       '.2222^  ^^^-j.^  j^^  ^^^  ß^  ^^f  f^  jj^^^l^  gleicher 

^'^1  .  ^'^'  —  ^2^2  :  jdi^i..  oder  nach  ungleicher  Seite  von  K,  liegen 

Fjßj     G,Bi       F^B.y    G^B.^  müssen   ("vergl.  Erkl.  79).     Nur  "für  ein 

Schreibt  man  hier  fiir  einziges   bestimmtes   Punktepaar  P^P., 

AiEl  —     '^  bezw.  Qy  Q.,  in  gleichen  Abständen  auf 

und  für  -^1^1        ~'^  jeder  Seite  vom  Fluchtpunkte  wird  der 

A^jG^  _     00  Fall  eintreten,  dass  das  Rechteck  zum 

G^B^        —  00  Quadrat  wird,  indem  die  beiden  Strecken 

nach   Antwort    auf   Frage   33    bis   36   jeweils  q^p^  =  F^_P^  bezw.  G^Q^  =  F^Q^ 

propSnTie'einfaThef^^  aus  obiger  Doppel-  ^^^^  ^^^  beiden  entgegengesetzten  Rieh- 
st ^  ^  jr  timgen  von  den  Fluchtpunkten  aus 
^Q    =  F  B  '  gleiche  Länge  erhalten.     Für  diese 

oder  wie  früher'    '  '   ""  Punkte  P,  Q  wird  also  die  Gleichung: 

G,A,'-F^A,  =  G,B,-F,B,  G^P^'F.P.  =  G,Q,-F,Q, 

für  zwei  beliebige  Punktepaare  A  und  B.    Setzt  die  Form  annehmen: 

man  denselben  Satz  für  D^^  ^Q,  so  erhält  man  ,    .^  p  2 ,    ^^  p  2 -p  ^  ^  2  _  j^  f  0  ~ 

auch  die  Auswertung  des  konstanten  Produktes  —     ii~^    22— i-     iVi         -r    2V2 

gleich  G.D'F^D.,.  indem  etwa  

G.P,  =  F„P„  =  4-  Vg.a.'F.aI 

Erkl.  130.    Der  konstante  Wert  des  Pro-  '    '  ^    '  /  / -. 

duktes  G^A^-F^A^  =  •'•  in  Satz  7  wird  auch  \=  +  V  DG^-DFJ 

die    Potenz     der     projektivisehen     Be-  und   G.Q.  =  F„Q^  =  —  V<^iA'J^\^2 

z i  eh  11  ng  zwischen  beiden  Punktreihen  genannt,  '  .  , — >. 

und  die  beiden  Punkte  Pj  und  Q^  auf  t^  bezw.  '=  -YvJ^<^x'^Fd' 

P2  und  Q^  auf  t^  heissen  dann  die  Potenz-        3.  Wird  bei  der  ursprünglichen  Pro- 

punkte  (oder  potenzhaltenden  Punkte)  jeder  rluktens'leichuns" ' 
Reihe.      Auch   sie    behalten    selbstverständlich  ^  ° ' 

ihre  Lage  (in  gleichem  Abstand  beiderseits  der  G^A^-F»A^  =  G^B^-F^B^ 

Fluchtpunkte)  und  ihre  Bedeutung ,  Avenn  man  die  Strecke  zwischen  den  Punkten  A^  By 

etwa  die  beiden  Reihen  aus  der  perspektivischen  ^^^d  ihren  zugeordneten  Punkten  ^„5,. 
Lage  in  die  schiefe  Lage  verbringt  oder  sonst       ^^    .     •       j-      t»     i  •        r-i,  *. 

beliebig  in  der  Ebene  verschiebt    -  Würde  Selbst  in  die   Rechnimg  eingeführt  — 

man    die    beiden    Reihen    in    der    Weise    zur  etwa    links  Ä^B^    und  rechts  Ä^B^,  — 

Deckung    bringen,    dass    auf    gemeinsamem  so  entsteht: 

Träger  die  beiden  zugeordneten  Potenzpunkte  r   a   tv  n        a   n  \  rrA.X-AJi\jpji 

P,2  und  Q,^  aufeinander  fielen,  so  fielen  auch  ^1 A  (^2^2  —  A^2^  —  ^tr,^j -f  ^liJj-^o/^.,. 

die  Fluchtpunkte   G,F^  als   Mittelpunkte   von  Beim  Ausmultiplizieren  fällt  (xj^i- i^2  ^2 

P,Q^  und  P^g^  aufeinander,  und  es  müssten  für  beiderseits  fort,  und  es  bleibt: 

beide   Reihen   entsprechend    zu    durchlaufende  Ä,  B  -G  A   ==  -4-  yl  ß  •  F., £.,. 

Strecken  werden  (A,  zwischen  G,   und  P,  an-  tt-  ^  j.^  •  ^    i  j  *     "    '  i 

genommen):  Hieraus  entnimmt  man,  dass  auch: 

auf^,:     A^  — P,  — Fl  CO  — Q^  —  G^  —  A^  A,B,  =  ±A^B._ 

auf  ^2:    ^2  — -P2  —  ^2  —  ^2  —  <5^2 '»  —  ^2-  werden  kann,  nämlich  jedesmal,  wenn 
Dabei  wäre  auch  durch  Berechnung  die  Lage  ^1-^1  '—  -\-  ^2  ^2 

von  ^2  aus  bekanntem  A^  leicht  darnach  zu  ist.      Dies   kann    aber   beliebig   oft    in 

finden,  dass  stets  die  Länge  der  vier  gleich-  zweifacher  AVeise  herbeigeführt  werden. 

grossen  Strecken  wie   G.P.    das   geometrische  ,-.  .  i    i-  u-         t>     i  4.^ 

Mittel   der  beiden  Läogen  (?,  ^,   und   F.A,  Denn  von  einem  ganz  beliebigen  Piinkte 

sein  muss.  A^  auf  ^^   kann  man  die  Strecke  G^A^ 


Ueber  die  Jlassbezieliungen  projektivischer  Grundgebilde. 
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Erkl.  131.       Wird    in    der    Produktenglei- 
clmng  : 

nicht  links  A^B.,  und  rechts  A^B^,  sondern 
links  A^B^  und 'rechts  A.B.,  eingeführt,  so 
entsteht : 

{G,B,  —  A,B,)F,A^  =  G,B,iFoA,  +  A._B^), 
also  hier  nach  Wegfall  von  G^B^-F^A^  die 
Gleichheit : 

A^B,-F.,Ao  =  —  A,B.,-G,B,. 

Demnach  wird: 

A,B,  =  ±A._B,, 
wenn 

G,B,  =-j-F,A,, 

also  nach  der  Produktengleichheit: 

G,A^  =  :rF,B,; 
und  somit  sind  beide  Ergebnisse  identisch. 

Die  Vorzeichen  für  Strecken  zwischen 
entsprechenden  Punkten  ^ß  in  beiden  Reihen 
sind  gleich  (beide  +  oder  beide  — ),  wenn 
der  inneren  (äusseren)  Strecke  A^B^  auf  der 
einen  Punktreihe  auch  die  innere  (äussere) 
Strecke  AoB^  auf  der  andern  Eeihe  entspricht; 
dagegen  ungleich,  wenn  der  inneren  (äusseren) 
Strecke  A^  B^  auf  /,  die  äussere  (innere)  Strecke 
A.^B^  auf  ^2  entspricht  (die  eine  +,  die  andre  -|-). 
Im  erstem  Falle  kann  keine,  im  letztern  Falle 
muss  jede  der  endlichen  Strecken  AB  den  Flucht- 
punkt ihrer  Reihe  in  sich  schliessen;  denn  im 
erstem  Falle  entspricht  keine,  im  letztern 
Falle  jede  der  beiden  Strecken  der  den  un- 
endlich fernen  Punkt  enthaltenden  Strecke  der 
andern;  und  im  erstem  Falle  liegen  auch  je 
zwei  zugeordnete  Punkte  zwischen  den  zugeord- 
neten Endpunkten  beider  Strecken,  im  letztem 
Falle  hat  kein  Punkt  zwischen  den  Endpunkten 
seinen  entsprechenden  zwischen  den  andern. 

So  treffen  in  nebenstehenden  Beispielen  zu- 
sammen einerseits  die  Beziehungen: 

G,^,  =  —  F,Ä,,  G.ßj  =z  —  F, A 
und 

A,B,  =  -\-A,B, 

mit  zwei  Punktfolgen  der  Art: 

«  F,-  •  •  ^i ^1  —  '''i ^1  ^ 

und 

X  6?.^ F^—  B., A„---  G.^cxi; 

dagegen  andererseits  die  Beziehungen: 

G,^,  =  H-F^a,  G,C\  =  -\-F,A._ 
und 

A^  C/j  =  —  A2  C<, 
mit  zwei  Punktfolgen  der  Art: 

X  F, ^,  —  <?, C,  •  •  •  F,  oc 

und 

X  (?, Co  —  F^ ^2  •  • .  Gj  OD. 

Erkl.  131a.  Zu  den  entgegengesetzt  gleichen 
Strecken  zwischen  entsprechenden  Ptinkten  ge- 
hören offenbar  auch_die  Strecken  der  Potenz- 
punkte +  P,  ^,  =  -j-  Fj  ()j ,  und  zu  beiderlei 
Art  je  nach  der  Auffassung  die  unendlichen 
Strecken  F,  G,  =  Fj  G^.     Sonst  muss  von  den 


entnehmen  und  dieselbe  dann  auf  t.^  dies- 
seits oder  jenseits  F.,  als  —  F.B.,  oder 
-^FX'.  antragen.  Jeder  der  so  ent- 
stehe'nd'en  Punkte  B,  bezw.  C.  erfüllt 
mit  seinem  auf  ^1  wieder  projektiviscli 
zugeordneten  Punkte  B^  bezw.  C^  die 
ursprüngliche  Gleichung: 

G^B,-F..B.,  =  G^C,-F.,C._  =  G,A,-F.,A.^: 

und  da  ausserdem: 

(?j  ^,  =  —  Foß,  —  +  F^a. 
so  ist  auch  nach  voriger  Ableitung: 

AiB,=i-  A,B.,.  A,C\  =  -  JoC,. 

Und  für  das  eine  Paar  {A^B^  und 
A.^B.^  ist  auf  Grund  der  Produkten- 
gleichheit: 

Gl  5,  =  —  F.A,. 

für  das  andere  Paar  {A^C^  und  A^C^ 

aber : 

G,c,  =  -f  Fa^j, 

folglich  liegen  die  Punkte  A^B^  und 
A.^B.,  je  beide  auf  gleichen,  A^C\ 
und'A,C._,  aber  beidemale  auf  un- 
gleichen' Seiten  vom  Fluchtpunkte 
auf  ihrer  Punktreihe.    Man  erhält  also: 

Satz  7  a.  Bei  zwei  projekti^äschen 
Punkti-eihen  gibt  es  von  jedem  be- 
liebigen Punkte  der  einen  Reihe 
ausgehend  zwei  bestimmte  Stre- 
cken, welche  mit  den  entsprechen- 
den Strecken  zwischen  den  zu- 
geordneten Punkten  der  andern 
Reihe  gl  eich  lang  sind.  Das  eine 
Paar  der  gleichen  Strecken  schliesst 
jeweils  den  Fluchtpunkt  aus,  das 
andere  ein. 


Erkl.  132.  In  Fig.  26  (S-  53)  kann  man  sich 
die  gefundenen  Beziehungen  ungefähr  da- 
durch vorstellen,  dass  man  die  Pfeilrichtungen 
als  die  beiden  positiven  annimmt,  und  etwa  G^ 
und  Fo  als  Mittelpunkte  der  Strecken  P,  $, 
und  PÖ^,  i^d  G,  P,  =  F^Q.,  denkt.  Dann 
würden  P,.,  und  ^,.,  die  Potenzpunkte;  und 
dem  kleinen  —  G\A^  entspricht  ein  grosses 
-j-Fj^,;  dem  grossen  -|-G,  P,  ein  kleines 
—  F^B^,  ihr  Produkt  gleich  -\-D^G^--  D^F.. 
Würde  dagegen  etwa  angenommen: 

+  G,P,  =  -f  F,^,  =  -F,P,. 
so  müsste  nach   obigen   Entwicklungen   auch 
werden : 

-P,Q,  =-\-P,Q,  und-|-P,ß,  =  +P.P,: 
letztere  Strecken   als  direkt  gleiche   schliessen 
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Endpunkten  gleicher  Strecken  wegen  der  Pro- 
dukteugleichheit : 

je  einer  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  der 
Strecke  vom  Fluchtpunkt  zu  den  Potenzpunkten 
liegen ;  und  zwar  bei  den  direkt  gleichen  Strecken 
für  das  obere  Zeichen  -\-  auf  gleicher,  bei  den 
entgegengesetzt  gleichen  Strecken  für  das  untere 
Zeichen  —  auf .  entgegengesetzten  Seiten  des 
Fluchtpunktes.  Die  Endpunkte  der  ersteren  Art 
gleicher  Strecken  in  beiden  Reihen  rücken  da- 
her vom  Fluchtpunkt,  bezw.  unendlich  fernen 
Punkt  gegen  den  zwischen  ihnen  liegenden  Po- 
tenzpuukt  zusammen,  um  gleichzeitig  in  einen 
und  denselben  hineinzufallen;  von  den  End- 
punkten der  zweiten  Art  gleicher  Strecken  aber 
rückt  in  beiden  Reihen  jeweils  der  eine  vom 
Fluchtpunkt  zum  einen  Potenzpunkt,  während 
der  andere  auf  der  andern  Seite  aus  dem  Un- 
endlichen zum  entgegengesetzten  Potenzpunkt 
hereinkommt,  und  beide  fallen  gleichzeitig  in 
die  beiderseitigen  Potenzpunkte  hinein,  um 
dann  wieder  in  gleicher  Richtung  auseinander 
zu  rücken:  der  erste  ins  Unendliche,  der  zweite 
zum  Fluchtpunkt.  Daher  gibt  es  entsprechend 
gleiche  Strecken  von  der  ersten  Art  in  allen 
Grössenwerten  von  oo  bis  0,  von  der  zweiten 
Art  nur  von  oo  bis 


P,Qi  =  P,Q, 


2-G,P,  =  2-G^g,  =  2-F.P. 
=  2.F,Q,. 


jede  den  Fluchtpunkt  ihrer  Reihe  aus,  erstere 
als  umgekehrt  gleiche  schliessen  jede  den  Flucht- 
punkt ihrer  Reihe  ein ;  dem  Innern  von  P,  Q^ 
mit  Punkten  GAD  entspricht  nicht  das  Innere 
von  P.^Q^  mit  Punkten  B^F^,  wohl  aber  dem 
Innern  von  P^B^  das  Innere  von  ^2^2- 

Bringt  man  insbesondere  die  Punktreihen 
derartig  in  perspektivische  Lage,  dass  der 
Scheitel  S  auf  die  Winkelhalbierende  von  t^t., 
zu  liegen  kommt,  dass  also  wegen  G^  Dj  =  F.,  D^ 
die  Punkte  D^D.,  als  Potenzpunkte  '  im 
Schnittpunkt  zusammenfallen,  so  wird  durch 
jedes  Paar  von  symmetrischen  Projektions- 
strahlen beiderseits  dieser  Winkelhalbierenden 
[etwa  vergleichbar  a  und  q  oder  h  und  2)  in 
Figur  26  für  ^(ad)  —  (dq)  oder  {bd)  -  (dp)] 
eines  der  direkt  gleichen  Streckenpaare  in  sym- 
metrischer Lage  ausgeschnitten: 

(—  A,Q,=—  A., (?2  bezw.  -^P^B,  =  -^P^ ß,). 

Wird  obendrein  noch  der  Winkel  der  Träger 
t^t^  ein  rechter,  so  werden  durch  jedes  Paar 
rechtwinkliger  Projektionsstrahlen  (vergleichbar 
o  und  b  in  Figur  26)  zwei  wegen  gemeinsamer 
Winkel  und  gleicher  Höhen  kongruente  recht- 
winklige Dreiecke  ausgeschnitten.  Die  gleichen 
Hypotenusen  (-\-A^B^  bezw.  —  A.^B^)  der- 
selben sind  zwei  von  den  umgekehrt  gleichen 
Strecken  beider  Punktreihen;  jede  schliesst 
den  Fluchtpunkt  ihrer  Reihe  ein,  dem  Innern 
der  einen  entspricht  das  Aeussere  der  andern. 


Frage  38.  Welche  Massbeziehun gen 
liefern  die  entsprechenden  Normal- 
strahlen zweier  projekti vischen  Strah- 
lenbttschel  in  perspektivischer  Lage? 


Erkl.  133.  Zu  jedem  beliebigen  Strahle  «i 
gibt  es  einen  senkrechten  Strahl  n^,  oder  zu  a, 
einen  senkrechten  Strahl  m^.  Aber  dann  ist 
nicht  »1  /\  m^.  Denn  der  Schnittpunkt  von  n^ 
mit  ;•  und  der  Schnittpunkt  von  m^  mit  t  fallen 
im  allgemeinen  nicht  zusammen,  Avenn  «,  _|_  a^ , 
m^  _|_  «2-  Es  ist  also  eine  ganz  besondere  Er- 
scheinung, wennjn  Figur  27  n,  J_i',,  u^±_v^ 
und  zugleich  u^  /\  u.^,  v^J^v^.  Aus  Figur  27 
erkennt  man  auch,  dass  diese  Erscheinung  in 
zwei  beliebigen  projektivischen  Strahlenbüscheln 
nur  ein  einziges  Mal  vorkommt,  denn  der 
Kreis  durch  S^S^  mit  Durchmesser  t  schneidet 
eben  nur  die  zwei  Punkte  U  und  V  aus.  — 
Die  Auffindung  solcher  zugeordneten  Nor- 
malstrahlen geschieht  bei  beliebig  gegebenen 
projektivischen  Büscheln  dadurch,  dass  man  die- 
selben erst  in  perspektivische  Lage  bringt  und 
dann  diesen  Kreis  zieht,  dessen  Mittelpunkt  auf  t 
durch  die  Mittelsenkrechte  der  Strecke  S^  S^  aus- 
geschnitten wird. 


Antwort.  1.  Legt  man  in  Fig.  15  u.  1 6 
(S.  29  u.  31),  woselbst  S^MaS,^,  durch 
die  Scheitel  S^S^  einen  Kreis,  "welcher 
seinen  Mittelpunkt  auf  t  hat,  und  nennt 
U  und  V  dessen  Schnittpunkte  mit  t,  so 
entstehen  in  Figur  27  beidemale  *S\r' 
und  S„  U  als  zugeordnete  Strahlen  und 
ebenso  S^V  und  S^V.  Und  zwar  ist 
Wj  J_  i^j  und  u.,J_v^,  so  dass  man  u^u.^ 
und  VjU^  als  entsprechende  senk- 
rechte Strahlen,  oder  als  zugeord- 
nete Normalstrahlen  bezeichnen  muss. 

Das  beliebige  Strahlenpaar  «^  7\  a^ 
liefert  dann  die  vier  Dreiecke  mit  Seiten: 

a^t<^t,     a-^v^t,     a.^u^t,     a^v^t, 

worin  jeweils  die  Winkel  {ut)  und  {vt) 
konstante  Winkel  der  Büschel  in  der 
gegebenen  Lage  sind,  dagegen  die 
Winkel  (wa),  {va)  oder  {uh),  (vh)  ver- 
änderliche Winkel  je  nach  Wahl  eines 
beliebigen  Strahlenpaares  aia.2  oder  b^b^. 
Wendet  man  nun  auf  diese  Dreiecke 
den   Sinussatz    an,    indem   man   die 


Ueber  die  Massbeziehungen  projektivischer  Grundgebilde. 
Figur  27, 
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Erkl.  133a.  Der  Sinussatz  (siehe  Kleyer, 
Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie,  Antwort 
auf  Frage  19)  lautet  in  Worten: 

„Die   Seiten    eines   Dreiecks    ver- 
halten sich  wie  die  Sinusfunktionen 
ihrer  Gegenwinkel-*, 
oder  in  Formel: 


Buchstaben  «^  und  a.,  für  die  Dreiecks- 
seiten verwendet,  so  entsteht: 

«/«(«,«,)   AU 


l)  .  .  .  ^a^uj 

folglich : 


sin  (u^  t) 


a  :b  :  c  =:  sin  a  :  sin 
bezw. : 


ß:siny(=^:^:l-y 


AU     .   ,      ^ 
sin{u^a^)  := sin{Uyt); 


sinß 


stny 


{=  2r). 


s/M(t7,a,)    AV 

sin  (p,  t)  a^   ' 

AV 


Erkl.  lÄ.  Wählt  man  in  Figur  27  statt 
des  Strahlenpaares  Oj  a,  das  Strahlenpaar  b^  b^ , 
so  entstehen  die  Dreiecke  6,«,^,  b^v^t,  b^iut, 
byV^t.  Die  hier  auftretenden  Winkel  (uf)(vt) 
sind  die  Nebenwinkel  der  vorherigen  Winkel 
(ui)(vt).  Da  aber  *n'«(180  —  a)=zsintc,  so 
wird  dadurch  die  Schlussfolge  des  Beweises  in 
keiner  Weise  verändert,  und  es  entsteht  ebenso: 
tg  (u^  b^)  tg  (v,  b.,)  =  tg  (m,  t)  ■  tg  (r ,  t). 

Die  Beweisführung  für  die  Strahlen  0,0^, 
oder  fc,  bj  ist  jedesmal  in  Figur  27 1  und  27 11 
durchzuführen,  ohne  dass  eine  verschiedene 
Schlussfolge  eintritt,  ob  die  Scheitel  auf  gleicher 
oder  ungleicher  Seite  von  t  liegen. 


ErU.  134  a.    Da: 

tga  =  ctg  (90  —  «)  = 


2)  ...  Aa,v,t 

folglich  : 

AV 
sin  (fjaj)  = sin  (vit). 

Da  aber: 

<(«.r,)  =  900, 

SO  ist  sowohl: 

(r,a,)  =  900-(M,o,), 

als  auch: 

(riO  =  900 -(«,0. 

Dadurch  wird: 

sin  (r,  «j)  =  fos(M,«,) 

und 

sin  (Pj  t)  =  cos  (Mj  t), 

also  erhält  obige  zweite  Folgerung  die 
Gestalt : 

cos{Uia^)  =  — ^-cos  {u^t). 


3)  .  .  .  /\  a^tr^t 
folglich : 


«in  («3 Oj)   AU 

sin  («j  t)  «2  ' 

AU 


tg  (90  —  «) 

i>t,  so  kann  der  nebenstehende  Satz  8  durch  ver- 
schiedene Formelausdrticke  wiedergegeben  wer- 
den, z.  B.: 

tg{u^a^)-etg  («,  c^  =  tg  (m,  0  •  ctg  (m,  t), 
iitler: 

ctg  (p,  a,)  tg  (p,  a,)  =  ctg  (r,  t)  tg  (r,  t), 
oder: 

t9{t',a^)-tg(H,aj)  =  tg(v^t).tg(u,ty, 


sin  (m,«,)  =  -sin  (u^t), 

oder  aus  gleichen  Gründen  wie  oben: 

eng  (rjrtj)  .= -cos  (p,/). 


4).  ..  Aa«".' 
folglich : 


sin  (p,  O5)   AV 

sin  (r,  t)  Oj  ' 


sin  (r,aj)  = sin  (»,<)• 
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man  kann  auch  in  der  Hauptformel  sowie  in       Bei  Division    der   ersten  Folgerung' 
jeder   der  hier  stehenden  Formeln  jedesmal    ^^^^^^  ^^^  j^^  fällt  nur  a,  weg,  und 

die  Fuuktionszeicheu  f^und  ctg  bezw.  c^^'und  tg  .     i        »' 

vertauschen,  u.  s.  w.    Das  gleichbleibende  Pro-   es entsteht auS dem Bruch -—  jeweils  tg; 
dukt   tg{n^t)-tg{t\t)  wird   auch  hier  benannt  <^ös 

als  die  „Konstante  der  projektivischen  ebenso    fällt    bei  Division   der  vierten 
Beziehung"  der  beiden  Strahlenbüschel.  Folgerung  durch  die  dritte  a.  weg,  und 

Bei  der  perspektivischen  Lage  in  Figur  27  ^^-^ 

ist  (Z,2   selbstentsprechender  Strahl,   also  auch   es    entsteht  wieder  -^  =  tg,  nämlich: 
tg  ((/  i^j)  •  tg  {d  v^  gleich   dem  konstanten  Pro- 
dukt.     Demnach     bleibt     die    perspektivische 
Lage   erhalten  bei  jeglicher  Verschiebung   der 
beiden  Scheitel  auf  der  Geraden  d,  wenn  nur   und 
die    Büschel    mit    ftinem    selbstentsprechenden 


tg(ii^a,)  =  -j^-tg(u,t) 


Strahle  d^,.2  aufeinander  gelegt  werden.  —  Um 
gekehrt  kann  auch  hier  Avieder  die  Konstruk- 
tion bezw.  Berechnung  entsprechender  Strahlen- 
paare angeschlossen  werden,  indem  zu  willkür- 
lichem Winkel  (m,  a,)  der  zugehörige  Winkel 
(«2 «2)  gefunden  wird  aus  der  Gleichung: 
ctg  (ti.-^  «2)  =  ^ff  i'^i  «2)  =  fff  (^1 0  •  tff  (Vi  t)  •  ctg  («1  Ol). 


AV 

tg(v^(Q  =  -j^'tg(v,t). 

Werden  nun  diese  beiden  Ausdrücke 
ebenfalls  noch  multipliziert,  so  fällt  auch 

der  Bruch 


.,,  fort,  und  es  bleibt: 

AV  ' 

tg («1  aj-tg  (v^ a^  =  tg {u^  t) •  tg {v„ t). 

Hierin  sind  aber  iu^a^  und  {v^üc^ 
die  veränderlichen^  dagegen  {ut)  und  {rt) 
bezw.  {du)  u.  {dv)  die  konstanten  Winkel, 
also  erhält  man  stets  denselben  Ausdruck: 

tg  (t(,  t)  •  ig  (v^  t)  =  tg  {d  m, )-tg  {d  v^  =z  ctg  (v^  t)  •  ctg  (u^  t) 

bezw. : 

tff  (^1 0 •  tSf  («2 0  =  iff  ((i^i)  ^9  ((^»2)  =  <:t9  («1 0 •  <:t9  («'2 1) 

bei  jeglichem  Tangentenprodukt  zweier 
solchen  Winkelpaare: 

tg  (ttt  a^)  tg  (v^ a^)  =  tg  Q/,  ?>,)  tg  (v^  b^)  =  tg  (u,  c,)-tg  (v^ c^) 

bezw. : 

tg  (t\  a,)  tg  (u., a^)  ~  tg  {^v^  ft^)  tg  (u.^  K)  =  tg  (t\  c,)  tg  (u^ c)o ; 

und  es  entsteht  die  Aussage: 
W^enn  man   das  Ergebnis   der 

Satz  8.    In  zwei  projektivisch 


Erkl.  135. 

unten  folgenden  Antwort  auf  Frage  41  hier 
schon  vorausnimmt,  so  erhält  man  für  neben- 
stehenden Satz  8  den  folgenden  andern  Beweis : 
Die  Doppelverhältnisse  (ajfe,  c, rf,)  —.  (a^b^c^d^), 
in  der  Weise  angeschrieben,  dass  für  c  und  d 
die  Normalstrahlen  u^t^jU^v-y  eingesetzt  werden, 
liefern : 

(a,&iM,  i^i)  =1  (0362  «2  »j) 
oder: 

sin  («,«1)    sin  {a^i\) sin  (a^u^)    sin  (a^Vo) 

sin  (u^  b^)  '  sin  (t\  fc,)        sin  {u^  b^)  '  sin  (v^  bo)' 
Da  nun   (a^v^)   und  (02^2)  ^-  s-  w.   die  Kom- 
plementwinkel  zu   (m,  Oj)   und   («2  «2)   ^-  s.  w. 
sind,  so  ist  hierin: 

sin  (aji?,)  =  cos  (tc^aj),  sin  (v^bj)  =  cos  (61  «j); 
sin  (a^tii)  =  cos  (v^j^a^),  sin  (u^b^)  =■  cos  (b^v^). 
Dadurch  entsteht  oben: 

sin  («,  M, )     cos  (&!  Mj)  cos  (^2  a,)     sin  {v^ b^ 

sin{Uyb^)     cos(mi«,) 


verwandten  Strahlenbüscheln 
hat  das  Produkt  der  trigono- 
metrischen Tangenten  der 
Winkel  von  je  zwei  ent- 
sprechenden Strahlen  mit  je 
einem  ungleichnamigen  der  zuge- 
ordneten Normalstrahlen  einen 
konstanten  Wert  (bei  perspek- 
tivischer Lage  gleich  dem  Tangenten- 
produkt der  Winkel  der  beiden  ge- 
wählten ungleichnamigen  Normal- 
strahlen mit  dem  Verbindungsstrahl 
der  Scheitel  oder  mit  der  projizieren- 
den Punktreihe). 

2.  Bei  den  beiden  Winkelpaaren  (Wj  «i) 


,   .    .,           .  ,    ,^        cos  {b^v^)  sin{a^v^) 

und    hieraus    mit    entsprechender  Umstellung   ^^^d  {i\a^)  bezw.  (Wi&i)  und  {v^h^  y\r^ 

bezw.  Zeichenvertauschung:  im   allgemeinen   stets   der  eine  Winkel 

tg{_u,a^)  _   tg{v^b^)  (zugleich  mit  seiner  Tangente)  grösser, 

tg  (u^  &i)  ~   tgiv^a^)  '  der  andere  Winkel  (mit  seiner  Tangente) 
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oder  wie  früher:  kleiner  sein  müssen,  damit  das  Tangenten- 

t(j(H,a^)-tg(f,a^)  =  tg O'i^J'fff i^^^d  produkt  gleichen  Inhalt  hat:  und  wegen 

für  zwei   beliebige   Strahlenpaare   a  und   b.  des  Vorzeichens  wird,  wenn  «^  und  b^ 

Setzt  man  denselben  Satz  für  den  gemeinsamen  jj^  g    ^^ßh  gleicher  oder  nach  ungleicher 

Strahl  (7,.,  an.   so   erhält  man  auch   die  Aus-  c?  •+j;      ^„         i;^^,^^     „t.m^   ^     „v/ri   ;.    ,•« 

Wertung  des  konstanten  Produktes  gleich:  Seite  YOn  u,  hegen,  auch  a,  und  b    m 

tg(u  d)-tg{i-  d)  ^'->  ^^^^^  gleicher  oder  nach  ungleicher 

und  wegen  der  gleichen  bezw. 'supplementären  Seite  von  r,    liegen   müssen   (vergleiche 

Peripheriewinkel  {u^d)    und  {i:J)   sowie   {v^d)  Erkl.  86). 

und  («lO  aiich  in  der  form:  Xur    für    ein     einziges    bestimmtes 

tg {ti^t)- ig (r j 0-  Strahlenpaar  ^ j ^^  bezw.  ([ j  5.,  mit  gleichen 

o  1,1   -iOA     T^     ,      *    *    w   .  j     u  Xeiaungswinkeln   auf  jeder   Seite   zum 

Erkl.  136.    Der  konstante  Wert  des  Pro-  ^^    -     P.     ,  ,         v^  ^         «.,\^   ;j^..  t?.ii 

jj^^j-jgg.  Xormalstrahl  u^  bezw.  r.,  wird  der  rall 

<^(t<iai)?^(r2«,)  =  •••  eintreten,   dass   das   Tangenten  produkt 

in  Satz  8  wird  auch  die  Potenz  der  pro-  ZU  einem    Quadrat  wird,   indem   die 

jektivischen   Beziehung    zwischen    beiden  beiden    Winkel    («li^i)  =  {S-^l^-iJ    bezw. 

Strahlenbüscheln    genannt,     und     die    beiden  („  o,)  =  (r.,ö,)  nach  den  beiden  entgegen- 

Strahlen  p.a.  in  S.  und  p„q.^  m  S.-,  heissen  dann  ^  ^^r  ,      ^  t^"  ui.  a 

die    Potenzstrahlen    (oder   p6tenzhaltenden  gesetzten    Richtungen    VOn    u,     und    r, 

Strahlen)  jedes  Büschels.     Auch   sie  behalten  gleiche   Grösse  erhalten.     Für  diese 

selbstvei-ständlich     ihre     Lage     (in     gleichem  Strahlen  J),  q  wird   also   die  Gleichung: 
Neigungswinkel    beiderseits    der   zugeordneten  .    ^        \\.   /       \       *^  /    „  \  *„  /-«  ^  \ 

Nomalftrahlen)  und  ihre  Bedeutung,  wenn  man      .    ^9 iu,p,ytg{v,p^  =  tg{u,q,)^tg{v.,q.^ 

etwa   die  beiden  Büschel  aus  der  perspektivi-  die  Form  annehmen: 
sehen  Lage  in  die  schiefe  Lage  verbringt  oder       _}_^^,2(„  .. )  —  4-<^2  {v^p.,)  =  -htg^iu^q^) 

sonstwie  in  der  Ebene  beliebig  verschiebt.  —  '  '    "  -4-  ta^  (v  a ) 

Würde  man  die  beiden  Büschel  in  der  Weise  .    ,  ,  IE  ^  v  2*2/' 

zur  Deckung  bringen,  dass  bei  gemeinsamem  lö^^i^m  etwa: 

Scheitel  die  beiden  zugeordneten  Potenzstrahlen  tg (u^  2h)  =  tg  {r^p.^)  =  -|-  Ytg  {u^a^)-tg{v.,a.y) 
py^  und  3j2  aufeinander  fielen,  so  fielen  auch  /       ,   i//„  /«  t\-ta(v  t\) 

die    zugeordneten    Normalstrahlen    »j    und   r 2        a  \  )'  y\  h  ff 

bezw.  «2  ^iid  t'i   fls  Halbierende  des  Winkels  ^Im 


und  Nebenwinkels   von^j, 9,   und  p^q^  aufein-  ^^(m,  3^)=  tg  {v.^q^  ^  —  \^tg{u^a.^')tg{t\a^) 

ander,  und  es  müssten  für  beide  Büschel  ent-  '      /      i/7~7 — Tvt~n~t\\ 

sprechend    zu    durchlaufende    Winkel    werden  ^~        ^  ^^"^  )  9\}'>  ))• 

(o,  zwischen  «,  und  p^  angenommen):  Liesse   man   die   Messung    der  Winkel 

in  5,:    a,  —  ;>,  —  r,  —  3,  —  «,  —  «,,  von  u^  und  rj   ausgehen,   statt  von  h^ 

in  Sj:    02— iJ2  — 1'2  — 22  — "2  — "2-  ^^nd  i\,  so  würde  im  vorigen  Falle 

l'azu  wäre  auch  bei  der  Berechnung  die  Lage  tg(t\p^)-tg  (u^p^)  =  tg-{i\p^)  =  tg^{u^p^ 

von  «2  aus   bekanntem   a,   leicht   darnach   zu  ^^^  (^^5^8  Quadrat  Wäre  gleich: 

finden,  dass  stets  die  Tangente  der  vier  gleich-  ^                           *=• 

grossen  Winkel   wie   {u^p^)    das   geometrische  <:tg'^{H^p^  =  ctg-{i\p^ 

Mittel  der  beiden  tg{u,a^)  und  tg  (v„a^)  sein  also  wieder  das  leciproke  des  vorigen. 
mu«s. 

3.  Um  den  Winkel  zwischen  den  Strah- 

ErkL  137.    Wird  die  Ableitung  der  neben-  len  a^b^  und  zwischen  ihre  zugeordneten 

ehenden  Antwort  3  eingeleitet  durch:  Strahlen   a,b,   selbst  in  die  Rechnung 

tg  («i fe,)  _  tg  [(a^v^)  +  (f, 6,),  einzuführen,  beachte  man.  dass  zunächst 

-  l-tgia,v,)tgiv,h,y  '^  («'  ^'^  =  '^  («>  «'\+ ("-  ^)  ^  ^ 

und  _    ^g(qi«i)  +  ^g("iM 

tg  (Oj  62)  =  tg  [(02 Mj)  +  ("2  ^2)]  1  —  *0  (a,  «,)/!/  (m,  &, ) ' 

_   tg {a^u^ -^ tg {u..,h^  und  ebenso: 

~"  1  —  tg  (02 1/2)  tg  (Mj6,) '  tg  (o,  fe,)  =:  ig  [(Ojf,)  +  (r, fc,)] 

so    wählt   mau   auch   die   vorhergehende    Pro-  '^  (a» «-») -|- /^  (fj  fc») 

duktengleichung  in  der  Form:  —  \  —  tg  {a^v^:)  tg  (v^h^' 

tg  {r,a.)  tg  {luOo)  =^  tg  (v.b.)  tg  (ii.b^).  ,-,                  •        4.     i-              "   ••      t  1        t» 

also:      »  >'  ^^  »  2'       j\  i  1/  if\  1  if  Ferner   nimmt   die    ursprunghche   Pro- 

tg{a^v^)  _   tgju^b,)  duktengleichung: 

t9  (»,  ^)    ~    fffia^u,)  '  ^i^  («, o,)  /i^  (Pj o,)  =  tg  («,  6,)  f^^  (p, 6^ 
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woraus  (hirch  beiderseitige  Addition  von  1: 
^9  (q,  t;,)  +  tij  (r,  b,)   _   ///(a,M,)-f  <^0<^&,) 

Xiin  wird  auf  voriger  Seite  unten: 

=  f9  («1  b,)  [1  —  tg  (a^v,)  tg  (v^ b^)], 
und 

tg  (a^u^) -\- tg  (u^_b^) 

=  tg  («2  h)  [1  —  ^ö-  (a^  u^)  tg  («fj  fej)] ; 
folglich  durch  Einsetzung  auf  dieser  Seite  oben : 


tg(a^bi) 


tg  {i\  fei) 
tg  (a.2  &2) 


'~[l  —  tg  («1  ?;,)  ip'  (v^  fe,)] 
[1  — ^5r(a2M2)<(7(M2i>J]. 


Hiernach  wird: 

<^  (oi&i)  =z  ±(a.,br,) 
jedesmal  dann,  wenn  bis  aufs  Vorzeichen: 
1  —  tg  («., «,)  tg  (t\  b^)  _\  —  tg  (a^_  u^)  tg  («^ 


K) 


also; 


tg  {vy  b,) 


tg  («2  «i) 


<(/  (ö2<«2)  —  '^6'  («i^'i)  tg  (^'•^  fej)  ^ö-  (OjMa) 
=  ^5'  («'i  fei)  —  tg  (a^Ui)  tg  0<2  b^)  tg  (v^  &,), 
oder  in  anderer  Zusammenfassung: 

tg  (a^u.^)  [1  +  tg  (ti^b^)  tg  (t--,  &,)] 
=  ^Ö-  (»1  fei)  [1  +  tff  («l»l)  *ff  (ff2«2)]- 
Wieder  sind  nach  der  obigen  Produktengleichung 
die  zweiten  Glieder  der  Klammerfaktoren  gleich, 
also  bleibt  nach  Kürzung  mit  den  beiden  Klam- 
mern : 

^(a,b,)  =  ±(a,b,\ 
sobald : 

<^  (a^Ho)  =  +  (i-,  fei)  =  —  (ko  c/o) 
und  hierzu  nach  der  Produktengleichung: 
<^(v,a,)  =  ^:{u,b,). 

Das  ist  aber  mit  Berücksichtigung  der  Ver- 
tauschung von  u  und  v  das  gleiche  Ergebnis, 
wie  nebenstehend. 

Ueber  die  Vorzeichen  für  Winkel  zwischen 
entsprechenden  Strecken  a,  b  in  beiden  Büscheln 
gilt  bezüglich  Innenwinkel  und  Nebenwinkel 
in  entsprechender  Umlaufsrichtung  dasselbe, 
wie  in  Erkl.  131  über  entsprechende  Strecken 
von  Punktreihen.  Bei  der  ersten  Art  gleicher 
entsprechender  Winkel  liegt  zu  jedem  Strahl 
im  einen  Innenwinkel  (bezw.  Aussenwinkel)  der 
entsprechende  Strahl  auch  im  andern  Innen- 
winkel (bezw.  Aussenwinkel);  bei  der  zweiten 
Art  dagegen  zu  jedem  Strahl  im  einen  Innen- 
winkel (Aussenwinkel)  der  entsprechende  Strahl 
im  andern  Aussenwinkel  (Innenwinkel).  —  Und 
die  Aufeinanderfolgen  der  Strahlen  entsprechen- 
der gleicher  Winkel  wären  im  ersten  Fall  (a  b) 

in  S^: 

r,  •  •  •  fej a,—  M, i'j  •  •  •  6, rtj    -  i(, r, , 

in  S,: 


die  Gestalt  an: 
fg(a,ii,) 


tg  (^2  fej) 


tg(uyb,)  tg{a^v^)  ' 

also    mit    beiderseitiger   Addition    der 
Einheit: 

tg(ax"i)  +  tg^ihb^)   _  tg  (a.jV.i') -\- tg (v^b.,) 
tg(tc^by)  tg(a^_v.;) 

In  diesen  beiderlei  Ausdrücken  ist  nun 
aber  der  Zähler  derselben  wie  oben,  also: 

*g((ii"i)  +  fg(iiib,) 

=z  tg  (a,  &i)  [1  —  tg  (a^n,)  tg  (?«,  6,)] 

und 

tg  (_a.,v^)  -\-  tg  (v^b,) 
=  tg  (a^b^)  [1  —  tg  {a.v^)  tg  (v^b,)]. 

Setzt  man  diesen  Wert  ein,  so  folgt: 
tg(a,b,) 


tg{u,b^) 
_    tg{a.b^) 


[1  —  tg{ayu{)tg(u^by)] 
[\-tg{a^_v^)tg{v.,b,)]. 


fe., a„ 


tg{a.^v.^ 

Damit  also: 

-^(«ifel)    =    +(ff2fe2) 

oder : 

tgia^b,)  =  +  tgia^b^) 

werden  kann,  muss  auch  bis  aufs  Vor- 
zeichen : 

l  —  ig  {a^Uy)  tg  {i(,b^)  _  l  —  ig  {a.,v^)tg  it\^b^) 
tgin^b,)  tg{a^v^) 

sein,  oder: 

tg  («2 «^2)  —  iy  (öl  "1)  tg  («<i  fe,)  tg  (f/,t;,) 
=  tg  (»(,  &,)  —  tg  {a.j\i)  tg  {v^  b^)  tg  (a,  fej), 

also  in  anderer  Zusammenfassung: 

tg{a,_v.,){i-^tg{v.b.^tg{u,bj\ 
—  tg  («1  fei)  [1  +  tg  (a,  n^)  tg  (a, ».,)]. 

Da  aber  hier  nach  der  ursprünglichen 
Produktengleichung  das  zweite  Glied  in 
jedem  dieser  Klammerfaktoren  den  glei- 
chen Wert  hat,  so  kann  mit  der  ganzen 
Klammer  gekürzt  werden,  und  es  kann 
folglich: 

<^(«lfel)   =    («2fe2) 

werden,  sobald: 

<^  (aot'a)  =  («ifei)  =  -  (W2Ö2); 
und  ebenso: 

<^(a,6j)  =  —(02^2)' 

wenn 

<^  («2»,)  —  —  (iiy  fe,)  =  —  (t'ja,,). 

Nach  der  Produktengleichung  ist  dann 
im  ersten  Falle  auch: 

<^  («ja,)  =  —  (rjfe,), 

im  zweiten  Falle: 

<^  («la,)  ::=  +(r.,fe2). 
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im  zweiten  Fall  (ac) 
in  Sji 

^1 «i-"i <^■■■■■ 

in  Sot 

H., c„—r.y a..-  •  •  I' 


■•_.  -  f., ff.,-  •  •«,. 


Erkl.  137  a.  Zu  den  entgegengesetzt  gleichen 
Winkeln  zwischen  entsprechenden  Strahlen  ge- 
hören offenbar  auch  _die  Winkel  der  Potenz- 
strahlen +  (jiiQi)  =  +  (i^2?>)'  ^^^  zu  beiderlei 
An  je  nach  der  Auffassung  die  Winkel  der 
Xormalstrahleu  ^^(ii^r^)  =  (n.,rj).  Sonst  muss 
von  den  Endschenkeln  gleicher  Winkel  wegen 
der  Produktengleichung: 

tg  {u,  aj  tg  (r.,a.)  =  +  tg'^  {u^p^} 
je  einer  innerhalb ,  der  andere  ausserhalb  des 
Winkels  vom  Xormalstrahl  zum  Potenzstrahl 
liegen.  Die  Endschenkel  der  ersten  Art  gleicher 
Winkel  rücken  daher  von  den  ungleichnamigen 
Normalstrahlen  in  beiden  Büscheln  aus  in  beiden 
rmlaufsrichtungen,  d.  h.  gegeneinander  und  aus- 
einander gegen  den  zwischenliegenden  Potenz- 
strahl, um  gleichzeitig  in  einen  und  denselben 
hinein  zn  falten :  von  denEndschenkeln  der  zweiten 
Art  gleicher  Winkel  aber  rückt  in  beiden  Reihen 
jeweils  der  eine  vom  Normalstrahl  zu  einem 
Potenzstrahl,  während  der  andere  auf  der  andern 
Seite  von  der  Verlängerung  des  zweiten  Normal- 
strahls zum  entgegengesetzten  Potenzstrahl 
hereinrückt,  —  und  nach  dem  beiderseitigen 
Zusammenfallen  rücken  beide  wieder  in  gleicher 
Richtung  weiter  auseinander,  der  erste  zum 
einen,  der  zweite  zum  andern  Normalstrahl. 
Daher  gibt  es  entsprechend  gleiche  Winkel  der 
ersten  Art  in  allen  Grössenwerten  von  90o  ab- 
wärts zu  O*'  und  aufwärts  zu  ISO«:  von  der 
zweiten  Art  nur  von  90«  abwärts  bezw.  auf- 
wärts bis  zu  den  beiden  supplementären  Werten 
des  spitzen  bezw.  stumpfen  Neigungswinkels 
der  Potenzstrahlen: 

<  (i>,3i)  =  (Piid  =  2-(«,i>,)  =  2(«,ei) 

Erkl.  138.  Um  sich  die  gefundenen  Be- 
ziehungen an  der  Figur  vorzustellen,  denke  man 
sich  etwa  in  Figur  27  I  und  II  (S.  57),  dass  die 
Winkel  (w,a,)  =  (r.,a.,),  und  dass  u  und  v  in 
beiden  Büscheln  die  Halbiemngsgeraden  des 
Winkels  und  Nebenwinkels  der  Strahlen  a  b 
wären.  Dann  wären  a^b^  in  S,  und  o,&j  in  S, 
die  Potenzstrahlen,  nämlich: 

<^  («lO,)  =  —  (m,6,)  =  -  (».Oj)  =  (p,6j), 
also  auch: 

<^  iv.a,)  =  —  (r,&,)  =  —  (i/jo,)  =  («jftjV 
nämlich  gleich  dem  Komplement  des   vorigen 
Winkels. 

Um  auch  die  gleichgrossen  Winkel  zwischen 
entsprechenden  Strahlen  zur  Vorstellung  zu 
bringen,  bringt  man  zunächst  wieder  die  beiden 
in  beliebiger  Lage  gegebenen  Büschel  in  per- 
spektivische Lage,  und  zwar  einmal  gleich- 
laufend, wie  in  Figur  27  I.  und  einmal  (nach 


Man  kann  daher  von  einem  beliebigen 
Strahle  a^  in  S^  den  Winkel  O'jf/i)  ent- 
nehmen und  denselben  dann  in  >'._,  dies- 
seits oder  jenseits  r.,  als  —  (i^^o)  ^^^^^ 
-r  Os^s)  antragen.  Jeder  der  so  ent- 
stehenden Strahlen  b.,  oder  c,  erfüllt 
mit  seinem  in  S^  projektivisch  zugeord- 
neten Strahle  fc^  oder  Cj  die  ui'sprüng- 
liche  Gleichung: 

tu  (»i  ^i)  ^9  («'2  h^  =  fff  ("i  <^i)  ^sr  i^iCt) 

und  da  ausserdem: 

<;  ("lOi)  =  —  i^ih)  =  +(«'2««>- 
so  ist  auch  nach  voriger  Ableitung: 

<^  (a,&,)  =  +  (a,6,),    <^  (OiCj)  =  —  (a^c,). 

Und  dabei  liegen  die  Strahlen  a^b^  und 
ajj.,  beide  in  gleichem  Winkel- 
raum, OjCi  und  a^c.^  aber  je  in  ge- 
trennten Winkelräumen  der  zu- 
geordneten Normalstrahlen  ^^iii,  bezw. 
ii^r^  ihies  Büschels.    Man  erhält  also: 

Satz  8  a.  Bei  zwei  projekti^ischeu 
Strahlenbüscheln  gibt  es  von  jedem 
beliebigen  Strahle  des  einen 
Büschels  ausgehend  zwei  bestimmte 
Winkel,  welche  mit  den  entspre- 
chenden Winkeln  zwischen  den 
zugeordneten  Strahlen  des  andern 
Büschels  gleichgross  sind.  Das  eine 
Paar  der  gleichen  Winkel  schliesst 
jeweils  die  zugeordneten  Xormal- 
strahlen  beide  aus  oder  beide  ein. 
das  andere  Paar  den  einen  ein,  den 
andern  aus. 
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der  dazu  iiötigfallenden  Umklappung)  ungleich- 
laufend, wie  in  Figur  27  II.  Dann  gibt  es 
viele  Kreise  durch  die  Punkte  S,  und  S^,  welche 
den  Träger  t  in  zwei  Punkten  schneiden.  Und 
wenn  man  S,  und  Sj  mit  solchen  zwei  S(»hnitt- 
punkten  verbindet , "  so  entstehen  wegen  der 
gleichen  bezw.  supplementären  Peripheriewinkel 
auf  demselben  Kreisbogen  in  Figur  27  I  lauter 
Strahlen  mit  gleichen  Winkeln,  in  Figur  27  II 
aber  Strahlen  mit  supplementären  Winkeln,  wobei 
dann  der  Nebenwinkel  des  einen  Strahlenpaares 
gleichgross  wird  dem  Innenwinkel  des  andern. 
Man  sieht  ferner,  dass  die  Halbkreise  selbst  zu 
diesen  Kreisen  gehören,  dass  also  in  Figur  27  I 
alle  andern  Kreisschnittpunkte  beide  zwischen 
UV  oder  beide  (links  und  rechts)  ausserhalb 
UV  liegen;  in  Figur  27  II  dagegen  jeweils 
der  eine  Schnittpunkt  zwischen  U,  D  und  der 
andere  rechts  ausserhalb  F,  oder  der  eine 
zwischen  D,  V  und  der  andere  links  ausserhalb 
U.  In  der  gleichlaufenden  Lage  Fig.  27  1 
erscheinen  daher  die  gleichen  Winkel  der  ersten 
Art,  welche  u  und  v  beide  ausschliessen  bezw. 
beide  einschliessen;  in  der  ungleichlaufen- 
den Lage,  Figur  27  II,  erscheinen  die  gleichen 
Winkel  der  zweiten  Art,  welche  u  und  v 
trennen.      Als   kleinster   Kreis    erseheint    in 


Figur  27  I  einerseits  S^S^  der  Berührungskreis 
mit  t  zwischen  U  V  [etwa  mit  Berührungspunkt 
A  und  Sehnentangentenwinkel  (<a,)  =  ida^y], 
andererseits  S^S^  der  Berührungskreis  mit  t 
ausserhalb  U  [etwa  mit  Berührungspunkt  B  und 
Sehnentangentenwinkel  {th^)  =z  {dh,^)].  Diese 
Berührungskreise  liefern  die  Potenzstrahlen 
(hier  angenommen  als  a  und  6).  Denn  es  wird 
im  A  ^h  «1 '  • 

<^  {h,  a,)  ■-  180  —  (tu,)  -  (ta,) 

=  (dv^)  —  (döj)  =  (v^Oo) 

bezw.  im  /\  n^bjt: 
^  («!&,)  =  180  —  (tu,)  —  (t\) 

=  (dt:,)  —  (db.^)  =  —  (v^d)  —  (db^) 

=  -(v,b,). 

(In  Figur  27  II  erscheinen  die  Potenzstrahlen 
nicht  so  einfach).  Eine  Art  Grenzwert  der 
Winkelgrösse  in  beiden  Figuren  erhält  man 
durch  den  grössten  der  verwendeten  Kreise,  näm- 
lich die  Gerade  djj.  Sie  liefert  jedesmal  zu  cZ,2 
die  Parallelen  zu  t  durch  S',  und  S^  als  Strahlen 
mit  gleichen  korrespondierenden  bezw.  Wechsel- 
winkeln. Während  aber  in  Figur  27  I  ein  Fallen 
bis  00  (in  A)  und  Steigen  bis  180i  (in  B)  ein- 
tritt, kann  in  Figur  27  II  der  Wert  O»  bezw. 
1800  nie  erreicht  werden. 


Frage  39.  In  welcher  Beziehung 
steht  das  Doppelverhältnis  von  vier 
Punkten  einer  Punktreihe  zum  Dop- 
pelverhältnis von  vier  zugeord- 
neten Strahlen  eines  projektivisch  ver- 
wandten Strahlenbüschels? 

Figur  28. 


Antwort.  Die  Doppelverhält- 
nisse zugeordneter  Punktgruppen 
und  Strahlengruppen  in  projek- 
tivisch verwandten  Punktreihen 
und  Strahlenbüscheln  sind  gleich, 
also  z.  B.: 

AC      AD   sm(ac)  _  sin  (ad) 

~cb'  ~ 

oder: 


DB 


sin  (c  b)      sin  (d  b) 
(AB  CD)  =  (ahcd). 


Erkl.  139.  Die  sechs  verschiedenen  W^erte 
des  Doppelverhältnisses  beruhen  auf  verschie- 
dener Gruppierung  der  vier  Punkte.  Je  nach- 
dem man  nun  das  Doppelverhältnis: 

(ABCD)  oder  (ACBD)  oder  (ADBC) 
ansetzen  will,  muss  man: 

A  und  B,  oder  A  und  C,  oder  A  und  D 
als  gepaarte  Punkte  betrachten,  und  hiernach 
ändert  sich  auch  die  Beweisführung.    Für  die 


Beweis  I. 

In  Figur  28  sind  ABCB  und 
ahcd  die  entsprechenden  Punkte 
und  Strahlen  der  Punktreihe  t  und 
des  Büschels  N.  Fällt  man  nun 
vom  Scheitel  »S  das  Lot  auf  t,  und 
ebenso  von  zwei  im  Doppelverhältnis 
gepaarten  Punkten,  z.  B.  Ä  oder  B  die 
Lote  auf  die  zwei  andern  Strahlen  c,  d, 
so  entstehen  die  ähnlichen  rechtwinkligen 
Dreiecke : 

C^Xsxj  CSPi^  CBU, 
DAY  7^  DSPs^  DBV, 

worin  jeweils: 

AX=  AS'Sin(ac),     BU  =  BS  sin  (c  b), 
AY=AS' sin  (ad),    BV  =  BS  sin  (d b). 


Ueber  die  Massbeziehungen  projektivischer  Grundgebilde. 
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acht  Werte  des  Doppelverhältnisses,  welche  mit 
(AB CD)  gleich  oder  reciprok  sind,  passt  die 
Figur  28  mit  den  Loten  von  A  und  B  auf  c 
und  d,  statt  deren  auch  die  Lote  von  C  und  D 
auf  a  und  b  eintreten  könnten.  Für  die  Beweis- 
führung mit  (ACBD)  benutzt  mau  die  Lote 
von  A  und  C  auf  6  und  d  oder  umgekehrt, 
und  endlich  für  (ADBC)  die  Lote  von  A  und 
D  auf  b  und  c.  Entsprechend  ändern  sich  na- 
türlich die  ähnlichen  Dreiecke,  wobei  nur  SP 
stets  gemeinsame  Seite  bleibt. 


Erkl.  139  a.  Zwei  beliebige  Geraden  bilden 
vier  Winkel,  wovon  je  zwei  Scheitelwinkel  sind, 
und  jeder  ein  Nebenwinkel  der  beiden  andern. 
Da  aber  die  Scheitelwinkel  gleichgross  sind, 
und  Nebenwinkel  ebenfalls  gleichen  Sinus  haben 
(nach  dem  Gesetze  sin  (180  —  «)  =:  süi  a,  vergl. 
Antwort  auf  Frage  20  in  Kleyer,  Lehrbuch  der 
Goniometrie),  so  kann  man  mit 

sin  (a  b)  öder  sin  (a  t) 
den  Sinus  jedes  beliebigen  dieser  vier  Winkel 
der  Geraden  o  und  b  oder  o  und  t  anschreiben, 
da  ja  alle  vier  Winkel  den  gleichen  Sinus  haben. 


Erkl.  140.  Wie  im  ersten  Beweise  die  Lote 
wechseln  für  jede  veränderte  Zusammenstellung 
des  Doppelverhältnisses,  so  wird  man  auch  in 
den  Beweisen  II,  III  und  IV  jedesmal  die- 
jenigen vier  Dreiecke  zur  Behandlung  aus- 
wählen, welche  der  bestimmten  Anordnung  des 
Doppelverhältnisses  entsprechen.  Denn  im  gan- 
zen werden  ja  von  den  vier  Strecken  abc^d  mit 
der  Grundseite  t  sechs  verschiedene  Dreiecke 
gebildet. 


Erkl.  140  a.  Jeder  Paarung  zweier  Punkte 
AB  auf  t  entspricht  die  Paarung  der  beiden 
zugeordneten  Strahlen  a  b.  Die  24  Doppel- 
verhältnisse der  Punkte  ABCD  entsprechen 
also  auch  je  einem  bestimmten  von  den  24 
Doppelverhältnissen  der  Strahlen  abcd,  näm- 
lich demjenigen  mit  gleicher  Paarung  der  Ele- 
mente. —  Dabei  ist  es  natürlich  ganz  einerlei, 
ob  man  wie  im  Beweis  I,  III.  IV  Strecken- 
werte und  Streckenverhältnisse  nach  den  Sinus- 
verhältnissen ausdrückt,  oder  wie  im  Beweis  II 
umgekehrt  aus  denselben  Grundgleichungen  die 
-inuswerte  nach  den  Strecken  ausdrückt;  denn 
lu  Schlüsse  ist  eben  das  eine  Doppelverhältnis 
gleich  dem  andern. 


Daher  wird: 

SC:SP=  AC'.AX—  AC:  ASsin  (ac). 
oder:  AS- CS 


AC 


SP 


sin  (a  c) ; 


^^*^     CS :  S P  —  C  B  :  B  U  —  C B  :  B S sin  (cb), 

oder:  ^„       CS- BS 


ebenso: 


CB  = 


SP 


sin  (cb): 


SD:SP=  AD:AY=  AD:ASsin(adK 

,  ^  ^        DS-AS    .    .     ,, 

oder :  AT)  z=.  — — p —  smifl  d) ; 

und     DS:SP--DB:BV  =  DB:  BSsin{dh\ 

DS-BS     .    ,,,. 
•  stn  {ab). 


DB  = 


SP 

AS 
BS  ' 
AS 
BS  ' 


sin  (ac) 
sin  (c  b)  ' 
sin  (ad) 
sin  (d  b) ' 


oder: 

Folglich  wird: 
AC 
-,  CB 

^»d  AD^_ 

DB  ' 

und  hiernach: 

AC     AD  sin(ac)      sin  (ad) 

CB  '  DB  ~  sin(cb)  '  sin{db)' 
oder:  (ABCD)  =  (abcd). 

Beweis  II. 
Setzt  man  für  die  Dreiecke  mit  Seiten 
act,  cbt,  adt,  dbt  den  Sinussatz  an, 
so  entsteht: 


sin  (a  c) 
sin  (a  t) 
sin  (cb) 
sin  (b  t) 
sin  (a  d) 
sin  (at) 
sin  (d  b) 
sin  (bt) 


AC 
SC  ' 
CB 
SC  '■ 
AD 
~SD' 
DB 
SD 


sin  (a  t) 
od.  stn(ac)  =  — ^-^-.46, 


od.  sin  (cb) 


sin  (b  t) 

SC   ■ 


CB: 


od.  stn  (ad)  =■  —  i^     -AD, 

,      .    /jrx        8in(bt) 
od.  sm  (d  b)  =  — ^y— ^  •  DB. 


Da  die  Geraden  a,  t  oder  6,  t  zwar 
zweierlei  Winkel  bilden,  von  diesen  aber 
jeder  das  Supplement  des  andern  ist, 
so  sind  die  s}n(af)  oder->m(6?)  die- 
selben, ob  der  eine  oder  der  andere  jener 
Nebenwinkel  vorkam,  und  daher  wird: 

sin  (a  c)   sin  (a  t)       A  C 

sm(cb)         sin(bt) 
sin  (o  d)         sin  (a  t) 


und 


folglich: 
oder: 


sin  (d  b)         sin  (b  t) 
sin(ac)     sin  (ad) 


CB' 

AD 

DB' 

AC     AD 
CB  '  DB' 


sin  (c  b)     sin  (d  b) 

(abcd)  =  (ABCD). 

Beweis  III. 
Bezeichnet  man  für  den  Augenblick 
mit  a,b,c,d  die  Strecken  AS,  BS,  CS, 
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DS,  und  setzt  den  Inhalt  eines  Drei- 
ecks gleich  dem  halben  Produkt  aus 
zwei  Seiten  und  dem  Sinus  des  ein- 
geschlossenen Winkels,  so  wird: 

/\  (act)  r=  -~  a-c-sin(ac), 
/\  (cht)  =  -^c-b-sin(cb): 
/\  (adf)  =z  —  a'd-sin{ad), 
A  {dht)  —  ^d-h-sin(dh). 

Setzt  man  nun  die  Verhältnisse  dieser 
Inhalte  an  und  berücksichtigt,  dass  die 
ErkLWla.  AVie  bei  der  rein  geometrischen  Flächen  dieser  Dreiecke  wegen  geraein- 
Behandlung  im  vorigen  Abschnitte  die  Beziehung  samer  (jrundimie  t  und  gemeinsamer 
ungleichartiger  Gebilde  als  Grundlage  diente  Spitze  *S'  sich  verhalten  wie  die  Grund- 
für  die  Beziehungen  zwischen  gleichartigen,  so  selten  selbst,  SO  entsteht: 
kann  auch  in  der  metrischen  Behandlung  das 
nebenstehende  Ergebnis  als  Grundlage  dienen 
für  die  Beweise  der  beiden  folgenden  Antworten,  •, 
nämlich   für  die  Gleichheit  der  Doppelverhält-   ^^^ 


Erkl  141.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache, 
dass  bei  der  algebraischen  Behandlung  der  pro- 
jektivischen  Geometrie  bald  dieser  bald  jener 
Zweig  der  Massgeometrie  zu  Hilfe  gezogen 
wird,  also  hier  bald  Planimetrie,  bald  Gonio- 
metrie oder  Trigonometrie.  Nur  die  rein  geo- 
metrische Behandlung  des  Gegenstandes  bleibt 
eine  in  sich  streng  geschlossene  und  ohne  jede 
Abschweifung  stetig  fortschreitende. 


nisse  auf  projektivischen  Punktreihen  oder  in 
projektivischen    Strahlenbüscheln;    denn    durch 


A  (cfeO 
A  Jadt) 

zweimalige  Anwendung  dieses  ersten  Satzes  folglich: 
kann  jeder  folgende  bewiesen  werden.  Wenn  "^ 
auch  für  jeden  der  beiden  folgenden  Fälle  be- 
sondere Beweise  aufgestellt  werden  können,  so 
kann  man  doch  nicht  von  dem  zweiten  oder 
dritten  Fall  den  ersten  ableiten,  sondern  nur 
aus  dem  ersten  den  zweiten  und  dritten. 

Eine  weitere  Ausdehnung  erfährt  dieser 
Satz  noch  durch  Betrachtung  der  andern  Grund- 
gebilde der  projektivischen  Geometrie,  zunächst 
des  Ebenenbüschels.  Auch  zwischen  Ebenen- 
büschel  und   Punktreihe,  oder  zwischen   zwei 


o  •  sin  (a  c) 
b '  sin  (c  b) 

a  •  sin  (a  d) 


AC 
~-   CB' 

AD 


b-sin{db)         DB' 


AC 
CB 
AD' 
DB 


a       sin  (ö  c) 


oder: 


b       sin  (c  b)      

o      sin  (a  d) 
b      sin  {d  b) 

(ABCD)  —  {abcd). 


sin  (ac) 
sin  (cb) 
sin  (ad) 
sin  (r7  b) 


Beweis  IV. 

Drückt  man  den  Inhalt  der  vier  Drei- 
projektivischen  Ebenenbüscheln  wird  die  Gleich-  ecke  ÄCS,  CBS,  ADS,  DBS  auf  dop- 
heit  der  Doppelverhältnisse  auf  Grund  dieses  pelte  Weise  aus,  nämlich  einmal  mit 
ersten  Satzes  bewiesen.  ^^^  Grundseite   und   der  gemeinsamen 

Höhe  PS,  dann  trigonometrisdi  mittels 
zweier  Seiten  und  dem  Sinus  des  ein- 
geschlossenen Winkels,  so  wird  der 
doppelte  Inhalt: 

2-A  ^CS  =  AC-SP  r=  a-c-siniac)  |  2.A  ADSz=z  AD-SP  —  a-d-siniad) 
2.A  CBS  -.-  CBSP=  c-b-sin  (cb)  |  2-A  DBS  =  DB-SP=  d-b-sin(db) 

Bei  Division  fällt  SP  weg  und  je  eine 
der  Seiten,  also: 

AC  a    sin  (ac)        a   -^^  "^     *'^*  (^ d) 

~CB  ~  T'  sin  (ab)  ^"     'DB  ~~  T'  sin(db)  ' 


folglich  wieder: 


AC 
CB' 
AD 
DB 


oder: 


sin  (a  c)  sin  (a  c) 

sin  (cb)  sin  (cb) 

sin  (a  d)  sin  (a  d)  ' 

sin  (d  b)  sin  {d  b) 

(ABCD)  =  (ab  cd). 


Ueber  die  Massbeziehungen  projektivischer  Grunflgebilde. 
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Frage  40.  In  welcher  Beziehung 
stehen  die  Doppelverliältnisse  zu- 
geordneter Punktgruppen  in  pro- 
jektiv i  seh  verwandten  Punkt- 
r  e  i  li  e  n  ? 

Figur  29.   - 


Antwort.  Die  Doppelverliält- 
nisse zugeordneter  Punktgruppen 
in  perspektivisch  verwandten 
Punktreihen  sind  gleich,  also  z.  B.: 
A^  C,     A^  D,  _  Jj  Co    A,  Z).3 


oder: 


Cj  ßj      D^  öj  C^  B^      x/j  ^2 

(^j  B,  C\  D,)  =  ( Jj  Ä,  a  Z),). 


Erkl.  142.   Ob  die  Punktreihen  in  Figur  29 

wie  t^  und  t.^  auf  gleicher  Seite  von  S.  oder 
■wie  <i  und  ^J'  auf  entgegengesetzter  Seite  von  S 
gelegen  sind,  hat  auf  die  Beweisführung  mittels 
der  Parallelen  t...  keinerlei  Einfluss ;  denn  es  ist 
sowohl  (^2  B,  CC  Dj)  =  (^3  B^  Cj  D^) ,  als  auch 
(A^' B.y'C„'D.2')  =  {A^B^C^D^).  Um  daher  zwei 
beliebig  gelegene  Punktreihen  zu  vergleichen, 
verschiebt  man  den  Träger  der  zweiten  zunächst 
sich  selbst  parallel,  also  unter  Gleichbleiben  des 
Doppelverhältnisses,  in  solche  Lage,  dass  einer 
ihrer  Punkte  mit  dem  entsprechenden  Punkte  der 
ersten  Punktreihe  zusammenfällt.  Dann  braucht 
man  nur  noch  zu  beweisen,  dass  das  Doppel- 
verhältnis zwischen  der  ersten  und  dieser  dritten 
Punktreihe  das  gleiche  ist,  und  dies  geschieht 
mittels  der  Parallelen  t^  \\  <,. 

Erkl.  143.  Die  Parallele  <J|  f,  kann  durch 
jeden  der  Punkte  ß,.  C^  oder  D^  gelegt  werden, 
wenn  A^^  der  gemeinsame  Punkt  der  Reihen  f^ 
und  <3  ist.  Nur  muss  man  dann  zur  Beweis- 
führung den  Punkt  A  mit  demjenigen  Punkte 
zu  einem  Paar  zugeordneter  Punkte  des  Doppel- 
verhältnisses vereinigen,  durch  welchen  in  der 
Figur  die  Parallele  gelegt  wurde.  ^Jlan  be- 
handelt also  (ABCD)  nach  Figur  29:  dagegen 
(ACBD)  oder  {ADBC),  indem  die  Parallele 
durch  Cg  oder  durch  D,  gelegt  wird. 

Sachs,  Proj'-ktivi^ri...    iliimvi-)  Ocoinetrie.     F.  Teil. 


Beweis  I. 

Auf  Grund  der  vorigen  Antwort 
auf  Frage  39  ist  in  Figur  26: 
(Jjß,  C,  D,)  =  (abcd), 

und  auch: 

(J.ß.C'oZJj)  =  (ab  cd), 
folglich : 

(^1  B,  C,  Z>j)  =  (J,  B.,  C,  D,). 

Beweis  II  (geometrisch). 

Um  in  Figur  29  die  Doppelverhält- 
nisse (Ä,  B,  C,  D,)  und  {Ä.,  B,  C,  Z),)  auf 
zwei  beliebigen  vom  gleichen  Strahlen- 
büschel -S  getroffenen  Punktreihen  zu 
vergleichen,  ziehe  man  zunächst  durch 
Ä^  eine  Parallele  t^  zu  t^ ;  dann  ist  auf 
^2  und  ^3  schon  das  einfache  Längenver- 
hältnis zweier  entsprechenden  Strecken 
gleich,  also  jedenfalls  auch  das  Doppel- 
verhältnis : 

{A._  B,  C,  Z>,)  =  (/l,  B^  C.  D,). 

Zieht  man  dann  noch  durch  B^  eine 
Parallele  t_^  zu  t^,  so  ist  wieder  auf  f^ 
und  f^  jedes  einfache  Längenverhältnis 
zweier  entsprechenden  Strecken  gleich, 
also  z.  B.  sowohl: 

als  auch  allgemein: 

(A,B,C,D,)  =  (A,B,C,D,). 

Dm-ch  die  Geraden  ^^3^  entstehen 
aber  in  Figur  29  ähnliche  Dreiecke  mit 
gemeinsamen  Ecken  in  C^  und  D^,  näm- 
lich: 

A,^C,C.,^  B,,C^C^  und  A,,D,D,^  B^^D.D,. 


Folglich  ist: 

■^i  ^1    -^s  ^n 

C4  B^          Cj  B^ 


und 


A,D,   _  A^D^ 

D,B,         D^B^' 

5 
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ircli  Division  entstellt 

-^3<^3 

A,C, 

A,C, 

C,B, 

C,B, 

C,B, 

Ä^D, 

A,D,     - 

AD, 

Erkl.  144.  Die  vier  Punkte  A.^B.^C.,D.,  der 
Punktreihe  f^  liefern  durch  verschiedene  Zuord- 
nung ihrer  Punkte  wieder  24  Doppelverhältnisse. 
Und  diese  24  Doppelverhältnisse  ordnen  sieh 
veieder  in  sechs  verschiedene  Gruppen  von  je 
vier  gleichen  Werten.  Einer  bestimmten 
Zuordnung  unter  den  vier  Punkten  der 
ersten  Reihe  entspricht  dabei  aber  selbstver- 
ständlich die  gleiche  Zuordnung  der  ent- 
sprechenden vier  Punkte  der  zweiten  Reihe,  und 
diese  ergibt  auch  dasselbe  Doppelverhältnis, 
z.B.: 

{A,B,C,D,)  =  (A,B,C,D,)  =  /.. 

1 


(A,B,D,C,)  = 

=  iA,B,D,C,)  = 

l  ' 

(A,C,B,D,)^ 

-- (A,C,B,D,)  = 

1-A, 

{A,C,D,B,-) -. 

=  (A,C,D,B.^  = 

1 

1  —  ;. 

(A,D,B,C,)-= 

=  (A,D,B,C,)  = 

i 

(A,D,C,B,)  = 

-  iA.,D.,C„B^)  = 

1     1  ■ 

D^B,  D,B,  D,B, 

letzteres  wegen  der  oben  genannten 
Yerliältnisgleichlieit  zwischen  t_^  und  t^. 
Demnach  wird: 

(A,B,C,D,)r=(A,B,C,D,). 

Es  ist  aber  auch: 

(A.B.C.D,)  =  (A,B,C,D,), 

also : 

(A,B,C,D,)  =  iA,B^C,D,). 

Beweis  III  (algebraisch). 

In  Figur  26  bezw.  Antwort  auf 
Frage  37  sei  der  Wert  des  konstanten 
Produktes  G^S-F^S  bezeichnet  durch 
den  Buchstaben  k,  dann  hat  man  für 
die  Punktepaare  A^A.^  und  B^B^  die 
Beziehung : 

^'^^^^-^  '^"^^^^^^^• 
Nun  ist: 

A^F^-]-F,B„-\-B,A„  =  0, 

und  ebenso: 


A,G,-\-G,B,  +  B,A,  =  0, 

—  k.       k 


Erkl.  145.  Die  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse in  projektivisch  verwandten  Punktreihen 
ist  eine  so  wichtige  Erscheinung,  dass  es  wohl 
begründet  erscheint,  verschiedene  Beweisfüh- 
rungen kennen  zu  lernen.  Von  den  beiden 
nebenstehenden  direkten  Beweisen  ist  der  eine 
vorwiegend  geometrischer,  der  andere  algebrai- 
scher Natur,  daher  der  erste  nur  mit  Figur, 
der  andere  ohne  Figur  durchzuführen.  Beide 
Beweise  werden  unmittelbar  für  projektivisch 
verwandte  Punktreihen  in  perspektivischer 
Lage  aufgestellt,  behalten  aber  für  pro- 
jektivisch verwandte  Punktreiheu  in 
schiefer  Lage  vollkommene  Geltung, 
da  ja  die  Längenbeziehuugen  innerhalb  einer 
Punktreihe  von  deren  Lage  völlig  unabhängig 
sind,  und  bei  jeder  beliebigen  Verschiebung  der 
Punktreihe  in  der  Ebene  unverändert  bleiben. 


also 

A^  B.  —.  A.,  F„  -f  F,  B„  = 
_  —k(G,B 


G,A, 

G,A,)  _ 


G,B, 
k-A,B, 


G^A^'G^B^  G^A^-G^B^ 

Dadurch  ist  zwischen  den  Strecken 
zweier  beliebig  gewählten  Punkte  A^B^ 
und  A^B^  eine  feste  Längenbeziehung 
aufgestellt.  Geschieht  dasselbe  für  die 
vier  im  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte 
ABCI)  auftretenden  Strecken,  so  ent- 
steht : 


c;  ß,  = 
A^D.,  = 
D,B,=: 


G,A,-G,C, 

—k 

—  k 

g,a,'g:;b, 

~k 


'C,B,v 
•A,D,, 
■D,B,. 


G,D,-G,B, 

Bei  Division  je  zweier  Glieder  fällt 
der  Zähler  — Ä-  und  eine  Grösse  im 
Nenner  fort,  und  es  bleibt: 
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D„B. 


also: 


oder: 


(r,  B■^     -4,  C,  Ä^  Cj 

Gf  Aj     Cj  B^  C',  Bj 


G,B,    Ä,D, 


G,A,     D,B, 


J,  C,     ,    ^,A      _     A>^2         ^2-^-2 


Frage  41.  Welche  Beziehung  be- 
steht zwischen  den  Doppelverhält- 
nissen zugeordneter  Strahlen- 
gruppen in  projektivisch  verwand- 
ten Strahlenbüscheln? 

Erkl.  146.  Man  kann  an  Stelle  des  Be- 
weises I  aus  jedem  der  Beweise  in  Antwort  auf 
Frage  39  einen  selbständigen  Beweis  für  die 
vorliegende  Ableitung  herstellen.  Man  braucht 
zu  dem  Zweck  nur  jeden  jener  Beweise  soweit 
dur'-hzuführen .  bis  Beziehungen  zwischen  den 
Winkeln  in  den  Strahlenbüscheln  und  den 
Strecken  auf  den  Punktreihen  hergestellt  sind, 
und  diese  für  beide  Strahlenbüschel  einzeln  an- 
zuschreiben. Man  erhält  dadurch  folgende 
Schlussreihen : 

Erkl.  147.    In  Beweis  I  der  Antwort  39  ist: 

^^,       AS,- CS,    .    .       ,       AS..-€S,     .   .       - 
AC  -z  —g-p —  sm (OjC,)  =  -~-p-^-sin(a^c^). 

Hieraus  wird: 

Schreibt  man  dieselbe  Beziehung  an  für: 

sin  (Cj  6j),  sin  (a,  d,),  sin  (d,  b,), 
■n  folgt: 

sj«(a,c,)   _    AS-^-BS,       sin  (a^c^) 

sin{c,b,) 
und 

sin(a,d,)   _   AS.' BS, 


AS,-BS.i 


sin  (Co&o)  ' 

sin  (ttg  dj) 
AS,-BS^   '   sin(d.,h^)  ' 


sin  (d,  b,) 
also  schliesslich: 

sin  {a^  c,)    sin  (a,  d,)  sin  (a^c^)    sin  (a^d,) 

sin  (c,  fe,)  '  sin  (d^b,)  ~  sin  (c^fej)  '  sin  (d^b^)' 

Erkl.  148.     In  Beweis  II   der  Antwort  39 
ist  ebenso: 


Antwort.  Die  Doppelverhält- 
nisse zugeordneter  Strahlengrup- 
pen in  projektivisch  verwandten 
Strahlenbüscheln  sind  gleich,  also 
z.  B.r 

sin{a,c,)      sin(a,d,)  sin  (a^c^)     sin(aad.^) 

.s/«(c,  6,)   "  sin(d,b,)         sin  {c^b.,)   '  s/»'(rf.>fe.,) ' 

oder: 

(a,i,c,di)  =:  (Oa&jCsdj). 

Beweis  I. 

Auf  Grund  der  Antwort  39  ist  in 
zwei  projektivischen  Strahlenbüscheln 
(z.  B.  Figur  15  und  16): 

(a,b,c,d,)  =  (AB  CD). 

und  auch: 

(aoftjCad,)  =  (ABCD), 
folglich: 

(a,fc,c,d,)  =  {a.,b^c^_d.^). 

Beweis  II. 

In  Figui"  27  bezw.  Antwort  auf 
Frage  38  sei  der  Wert  des  konstanten 
Produktes: 

t'j{n,t)-  tg(r.j) 

bezeichnet  durch  den  Buchstaben  x,  dann 
hat  man  für  die  Strahlenpaare  a^a., 
und  6,6^  die  Beziehung: 


also  auch 


.  sin{a,t)      .^ 

sin(a,c,)  —  — ^~ ÄC, 


tg{a^v,)  = 


tg(r,h) 


AC 


S,C        .  S.C 

—1— — —-8in  (o,  c,)  =  -r-7 — -r-«m(a,cA 
stn{a,t)         ^  '   »         5„,  (o^^)        V  »  »/ 


Hieraus  wird: 
sin  (ffl,  c,)  = 


iSj  C       sin  (a,  0 


S,C       sin{a^t) 


»w(ajC,). 


tff(a,u,)        '^  »  *'       tff{»,b,y 

Um  nun  zwischen  den  Winkeln  zweier 
beliebig  gewählten  Stralilen  (fli^i)  und 
(«2^.,)  eine  feste  Beziehung  herzustellen, 
berücksichtigt  man,  dass  auch  bei  den 
Winkeln  beliebiger  Strahlen  die  Be- 
ziehung gilt: 
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Führt  man  hier  dieselbe  Entwicklung  durch,  («2*'2)  +  («'2^2)  +  (^2  «2)  =  0 

wie  in  Erkl,  147,  so  bleibt  am  Schlüsse  stehen:    und  ebenso: 

i<hh^C^d^)~^  («,«,)  + (u.  &,)+(&,«,)=:  0 

M..M..I!<^llL.J!!L(h±.(.l,.d^    also: 

S,C       S,D      sm(c,t)       sin{d,t)     ^222.^  («2^  =  («<.^>) +  (^2M, 

Nun  erhält  man  aber  im  Dreieck  S^CD  und  und 
im  Dreieck  S.,CD  nach  dem  Siuussatz:  („^j,^)  ^  («,  «j)  +  («^ 6^). 

sin  (c.  t)  S.C  x-i  •  ^ 

o  J>     —    ■  /  7  M '  Ferner  ist : 

iSj  D  stn  («j  t) 

,  S,C      _      S,Z)  sm(«  +  ^)r:=  ^g^"+^  (vergl. 

also  ist  jener  ganze  Faktor  gleich  1 ,  und  es    also  wird : 
bleibt  wieder  das  Ergebnis : 

Erkl.  149.    Im  Beweis  III  der  Antwort  auf  /M-"W«^  Vl+^M^^^) 

Frage  39  ist  wegen  gleicher  Grundseiten:  ^  ^ 

A  («iCiO  __  A  («2^2  0                                           _              tg(a,u,)  "^  tg{u,b,) 
A(c,fciO         A(c,b,t)'         .  -— ===== —=. 

also :  V  1-i V  l-\ 

aj-c,-sw(a,Ci)  __  a^- c^- sin  ja^c^)  V  tg-^{a^u^)   V  tg^{u,b,) 

t\ . bi •  sin  (c,  6,)   ~~  c, •  b^ •  sin  (c^ 62)  '  _  . tg  (a^u^)-^  tg  (u^b^)  

a,^d,.sinia,d,)   ^   a,.d,.sin(a,d,)  _  V-^^^-Uß{a^^  l/^-f^^T^^)- 

d^-\-sin(d^bi)       d^-bo-sin{d^b^) '         Hierin  ist  aber   der  Zähler   ein  Glied 

also  durch  Division  unmittelbar:  aus  obiger  Formel  für  sin(a-[-ß),  näm- 

(«1  &i  Ci  d^)  =  (a,  &2  C2  (?2).  lieh  wie : 

Und  ganz  dieselben  Brüche  liefert  der  Beweis  IV    tga-{-tgß  =  sin  («  -\-ß)'V  14-102«".  i/f qiT^fJ 
der  Antwort  auf  Frage  39, 

also: 


und 


tg  (ttj !«,)  +  tg  {u, b,)  —  sin  [{a^u^)  -\-  (u,  b^)]  •  /l  +  tg^  {a, u^)  •  V^  +  tg^iih^J 
=  sin{a,b,)'  V^  +  tg'^ia.ti,)  Vi -]-tg^  {u^b^) 

Hiernach  ist  allgemein: 


Vl  +  tg^  ja,  u,)  Vi  +  tg^  (u,  b  J  .    ,     ,, 

\/x2 -j- /^2  («^  „^) /;,2  _f_  ^^2  (j,^  ftj 

In  dieser  Beziehung  zwischen  <^  (a.^  b.^) 
und  <:^  («1^1)  kommen  aber  ausser  diesen 
Winkeln  auch  noch  die  fernerliegenden 
Grössen  (a^u^),  {l(lb^),  /,  vor.  Nimmt 
man  nun  zu  a  und  b  noch  c  und  d 
hinzu,  so  erhält  man: 

.    ,       X  V'l  -f  tg'^  («1  u.)   V'1  +  Co2(m  c)         .    , 

V^'^^tgHa.u,)  V-'^-^-tg'^iihcd 

sm  (c„&2)  =      ,      n^  y   w    1^    »^  _T_^   ^  '   ^'  .xgm  (c,  ü»,), 

l/x2  +  ^^2(c,«,)    v/;c2+<5r2^,,^fej 

T/i  +  ^gH«i«i)  v^r+"^(M,rf,)     .  .   ,v 

s»?t(«orf2)  =  —  — '-^- -        ^    ^     •xstn{a.d^, 

}/x2  +  tg^(a,u,)  V x^ -\- tg^  {uid^) 


sinidlh,)  =  4l±j£M^^^^±M^l^..sin(d,b,). 
Vy^  +  tg^  {<hu,)  l/;.2  ^  tg2  (u,  b,) 
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Hieraus  folgt  nun  aber: 


sin(c^K)  \/x2-^tg2(a^u,)  \/l-{-tg^  (?/, bj         sm(c,b^)  ' 


shi  (a,(7a)  _     l/l  +  f^^  1  g,  «>)  \/x2  +  ^(/2  (u,  b,)     _  si«(a,(f,) 
sin{d._b^)  |/x2  +  f^2(aj„^)  \/r+7^2(]^        shi  (d^b^) 

also: 


«/«(Cobo)   '  sv>?  (d.2^2^         sj«(c,  bj)       st)i  (d^b^) 


,  oder  (öj  fc,  c,  dj)  =  (oj  b«  ^2  ^2)- 


Erkl.   150.      Nach    trigonometrischen    Ab- 
leitungen ist : 

sin  (a  -{-  ß)  =  sinn  cosß  -\-  cos a  sin ß 
(Kleyer,  Goniometrie,  Abschnitt  16).     Nun  ist: 

'5^«  ..„     _  1 


Yl  +  tg2a 

1,1  tgß 


Vl  +  tg^-ci      Yl-^tg2ß        Yl  +  tff^"      yi+tg'-ß 
^  tg(i  +  tgß 

yi^tg2a  Vl-\-tg'-ß' 
Zum   gleichen   Ergebnis   kann   man   auch   ge- 
langen aus  der  Formel  für: 

fSl(''  +  ß)-l_tgatgß- 
wenn  mau   diese  umsetzt  nach  voriger  Sinus- 
formel, nämlich: 

.;uia+ß)  =  ^^("  +  /^) ^    tga  +  tgß   .../         /f^«+^^ 

V 1  +  ^^2  («  4.  ^,        l  —  tgatgß-y      ^  \l  -  tgatgß) 

_    tga  +  tgß    ■»/  {l  —  Jjatgß)^ 

1  -  f^«  föT/»*  V  (1  —  /^a  tgßy^  +  R<7a  +  /fir/S)2 


»/ 1  -  2 /</ «  /^/3  +  /(/2ß  ^^2^ _^  tg'^ a-\-2tgatgß-\-  tg^-ß 
tgtt+tgß  _  tga-\-tgß 


Vi  -\-  tg^'ti  +  tg'^ß  (l  +  /.r/2«)  /(l  +  tg^a)  (1  +  ^^72^) 

Erkl.  151.  Die  eben  erhaltene  Formel  darf 
in  dieser  Form  für  obenstehende  Beweisführung 
nicht  unverändert  beibehalten  werden,  weil  die 
Summe: 

tga^tgß 
von  beiden  veränderlichen  Winkeln   abhängig 
ist.  während  die  Wurzelausdrücke: 

Vl^tg''-ii 
oder: 

nur  je  einen  einzigen  veränderlichen  Winkel 
enthalten  und  dadurch  zum  Kürzen  der  Brüche 
zweckmässig  sind.  Durch  Umsetzung  des  Aus- 
drucks tgu-\-tgß  nach  sin{a-^ß)  wird  dieser 
Vorzug  erreicht,  und  so  Averden  die  Beziehungen 
zwischen  den  .Sinusfunktiouen  entsprechender 
Winkel  hergestellt. 
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Frage  42.  Wie  lassen  sich  die  Er- 
gebnisse in  den  letzten  drei  Antworten 
zusammenfassen  ? 


Erkl.  152.  Der  nebenstehende  Satz  bildet 
die  Grundlage  aller  metrischen  Behand- 
lung der  synthetischen  Geometrie :  Das  Doppel- 
verhältnis der  vier  Elemente  ist  von  allen  ge- 
wählten Massen  unabhängig,  ebenso  wie  von 
gewählten  Anfangselementen  oder  Konstanten, 
es  ist  eine  rein  geometrische  Grösse  in 
algebraischem  Gewände.  Das  entspricht  auch 
der  in  Antwort  auf  Frage  4  enthaltenen  Auf- 
fassung, dass  die  projektivisehe  Geometrie  die 
Eigenschaften  der  Figuren  studiere,  welche  bei 
der  Projektion  unverändert  erhalten  bleiben. 
Wie  die  rein  geometrische  Betrachtungsweise 
durch  Projektion  die  Verwandtschaften  festlegt, 
so  studiert  die  algebraische  Betrachtungsweise 
diejenigen  Gebilde,  deren  Elemente  gleiches 
Doppelverhältnis  haben. 

Erkl.  153.  Die  in  Satz  9  b  aufgestellte  Um- 
kehrung folgt  aus  der  in  Antwort  auf  Frage  35 
und  36  gezeigten  Eindeutigkeit  des  Doppel- 
verhältnisses, wonach  bei  drei  beliebig  gewählten 
ersten  Elementen  jedem  vierten  Element  ein 
bestimmter  Wert  des  Doppelverhältnisses  zuge- 
hört, und  zu  jedem  Doppelverhältnis  ein  be- 
stimmtes viertes  Element.  Eine  besondere  Be- 
weisführung wäre  daher  als  indirekte  zu 
führen  mit  der  Schlussfolge,  dass  ein  unbe- 
stimmtes viertes  Element  D'  notwendigerweise 
mit  dem  bestimmten  Elemente  D  zusammen- 
fallen muss. 

Erkl.  154.  Da  ein  Doppelverhältnis  nur 
zwischen  vier  Elementen  eines  Grundgebildes 
erster  Stufe  aulgestellt  werden  kann,  so 
gelten  diese  Sätze  für  Punktreihen,  Strahlen- 
büschel und  Ebenenbüschel  (vergl.  Erkl.  141), 
und  zwar  in  beliebiger  Zusammenstellung.  Bei 
projektivischen  Grundgebilden  der  zweiten  oder 
dritten  Stufe  aber  muss  für  jedes  einzelne  darin 
enthaltene  Gebilde  erster  Stufe  die  gleiche  Ge- 
setzmässigkeit bestehen. 


Antwort.  Als  Zusammenfassung  der 
letzten  Betrachtungen  erhält  man  die 
Aussagen: 

Satz  9.  Bei  projektivischen 
Gebilden  haben  vier  Elemente 
des  einen  und  die  vier  entspre- 
chenden und  gleich  geordneten 
Elemente  des  andern  Gebildes 
dasselbe  Doppelverhältnis. 
Oder: 

Satz  9a.  Das  Doppelverhält- 
nis von  vier  Elementen  eines 
Gebildes  bleibt  bei  allen  Pro- 
jektionen unverändert,  es  ist 
eine  „Invariante"  in  Bezug  auf 
die  Projektion. 
Oder  umgekehrt: 

Satz  9b.  Wenn  je  vier  Ele- 
mente eines  Gebildes  dasselbe 
Doppelverhältnis  haben,  wie  die 
vier  ihnen  entsprechenden  Ele- 
mente eines  andern  Gebildes, 
so  sind  die  beiden  Gebilde  pro- 
jektivisch  verwandt,  können  also 
in  perspektivische  Lage  gebracht 
werden. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  wer- 
den, dass  eine  der  rein  geometrischen 
Behandlungsweise  angehörige  invariante 
Beziehung  zwischen  vier  beliebigen  Ele- 
menten zweier  projektivischen  Gebilde, 
die  als  Analogie  zu  dem  der  rechnenden 
Geometrie  angehörigen  Begriffe  des 
Doppelverhältnisses  anzusehen  wäre, 
noch  nicht  aufgefunden  worden  ist. 


Frage  43.  Welche  in  der  Plani- 
metrie auftretenden  Beziehungsarten 
von  Figuren  aufeinander  erscheinen  als 
besondere  Fälle  im  Bereiche  der  pro- 
jektivischen Behandlung? 


Erkl.  155.  In  Figur  30  ist  links  für  zwei 
kongruente  Punktreihen,  rechts  für  zwei  kon- 
gruente Strahlenbüschel  die  Herstellung  der 
projektivischen  Lage  zu  ersehen.  Bei  jedem 
Gebilde  sind  drei  Elemente  besonders  bezeichnet; 
das  gemeinsame  Element,  welches  bei  beiden 
Gebilden  zur  Deckung  gebracht  wird,   ist  bei 


Antwort.  1.  Als  besonderer  Ein- 
zelfall der  projektivischen  Geometrie 
erscheint  zunächst  die  Kongruenz  oder 
Gleichheit  bei  Strecken  und  Winkeln. 
Denn  wird  eine  Gruppe  von  vier  Punkten 
auf  einer  Geraden,  oder  von  vier  Strahlen 
durch  einen  Punkt  mit  sich  selbst  kon- 
gruent verschoben  oder  gedreht,  so  bleibt 
jedenfalls  das  Doppelverhältnis  der 
vier    Elemente   völlig   ungeändert,   die 
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Fisur  30. 


den  Piiuktreihen  der  Schniitpunkr  miteinander 
und  mit  der  Winkelhalbierenden,  bei  den  Strahlen- 
bttscheln  die  Verbindungsgerade  der  Scheitel. 

Erkl.  156.  Bei  jeglicher  Lagenveränderung 
einer  kongruent  bleibenden  Punktreihe  bleibt 
deren  unendlich  femer  Punkt  im  Unendlichen, 
und  so  muss  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
einen  Reihe  auch  stets  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  kongruenren  Eeihe  zugeordnet  sein. 
Demnach  fällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  auch 
einer  der  Verbindungsstrahlen  entsprechender 
Punkte:  da  aber  hiemach  auch  der  Projektions- 
seheitel  stets  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
liegen  muss.  so  können  folglich  zwei  beliebige 
kongruente  Punktreihen  bei  perspek- 
tivischer Lage  nicht  anders  als  durch 
einen  Parallelstrahlenbüschel  aufein- 
ander projiziert  werden.  (Den  einzigen 
Ausnahmefall  bildet  die  entgegengesetzt  par- 
allele Lage,  siehe  Erkl.  157.)' 

Erkl.  157.  3Ian  kann  zwei  kongruente 
Pnnktreihen  auch  mit  den  unendlich "  fernen 
Punkten  selbst  aufeinander  legen,  d.  h.  in  par- 
allele Lagebringen.  Dannbildenbei  gleich- 
gerichtet paralleler  Durchlaufnngsrichtung 
die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
die  Parallelseiten  von  Parallelogrammen  mit 
den  kongment€n  Punktstrecken  als  Grundseiten 
und  sind  allgemein  nicht  mehr  senkrecht  zu 
der  an  Stelle  der  Winkelhalbierenden  tretenden 
Mittelparallelen  (wohl  aber  bildet  auch  jetzt 
noch  ihre  Senkrechte  mit  beiden  Punktreihen 
stets  gleichen  Schnittwinkel).  Es  besteht  keine 
Symmetrie  zwischen  den  Punktreihen.  Bei 
entgegengesetzt  paralleler  Durchlaufnngs- 
richtung aber  bilden  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  Diagonalen  von  jenen 
Parallelogrammen  mit  den  kongruenten  Puukt- 
streckenalsGmndseiten:  siegehen  sämtlich  durch 
einen  Punkt  der  Mittelparallelen,  in  welchem 
sie  alle  halbiert  werden:  die  Mittelparallele  ist 
selbst  Verbindungsgerade  der  entgegengesetzt 
liegenden,  im  Unendlichen  zusammenfallenden 
unendlich  fernen  Punkte  beider  Punktreihen: 
die  Punktreihen  liegen  zentrisch  symmetrisch 
(siehe  Figur  31). 

Erkl.  158.  Dass  auch  bei  ähnlichen 
Punkt  reihen  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
einen  stet«  dem  unendlich   fernen   Punkt  der 


beiden  Gruppen  von  Elementen  bleiben 
projektivisch  verwandt,  und  kön- 
nen nicht  nur  miteinander  zur  Deckung, 
sondern  auch  in  perspektivische 
Lage  gebracht  werden.  Dies  geschieht, 
indem  man  ein  beliebiges  Paar  ent- 
sprechender Elemente  zur  Deckung 
bringt.  Dann  wird  die  gegenseitige 
Lage  beider  Gebilde  im  allgemeinen  die 
achsig-symmetrische.  Denn  bei  der 
Punktreihe  werden  die  Verbin dungs- 
strahlen  entsprechender  Punkte  parallel 
und  (wie  in  Fig.  30)  senkrecht  zur  Winkel- 
halbierenden, sie  bilden  also  einen  Parallel- 
sti'ahlenbüschel,  dessen  Scheitel  als  Pro- 
jektionsseheitel  in  einem  unendlich  fernen 
Punkte  liegt.  Bei  den  Strahlen  hu- 
scheln ereilen  die  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Strahlen  die  Mittelsenkrechte 
oder  Symmetrieachse  der  beiden  Scheitel 
(siehe  Figur  30),  wenn  die  beiden  Büschel 
mit  gegenwendiger  Umlaufsrichtung  vom 
gemeinsamen  Strahle  aus  gegenüber  ge- 
legt werden.  Dagegen  entstehen  lauter 
Parallelstrahlen,  wenn  die  Büschel  mit 
gleichwendiger  Umlaufsrichtung  vom  ge- 
meinsamen Strahle  aus  nebeneinander 
gelegt  werden:  dann  ist  die  unendlich- 
ferne  Gerade  erfüllt  von  den  Schnitt- 
punkten entsprechender  Strahlen. 

2.  Als  zweiter  Einzelfall  der  projek- 
tivischen  Geometrie  erscheint  dieAehn- 
lichkeit  entsprechender  Punktreihen.  — 
bei  Strahlenbüscheln  fallen  Aehnlichkeit 
und  Kongruenz  zusammen.  Bei  ähn- 
lichen bezw.  proportionalen  Strecken  sind 
schon  die  einfachen  Verhältnisse  gleich, 
um  so  mehr  die  Doppel  Verhältnisse,  also 
sind  auch  ähnliche  Punktreihen  pro- 
jektivisch und  können  in  perspek- 
tivische Lage  gebracht  werden.  Dies 
geschieht,  indem  man  zwei  entsprechende 
Pimkte  aufeinander  legt.  Dann  erhält 
man  die  bei  der  Lehre  von  der  Pro- 
portion alität  besprochenen  Figuren  (siehe 
Figur  32):  die  Verbindungsgeraden  ent- 
sprechender Punkte  bilden  stets  einen 
Parallelstrahlenbüschel,  wenn  die  Punkt- 
reihen einander  schneiden  —  sie  gehen 
aber  durch  einen  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt,  wenn  die  Punktreihen  parallel 
liegen:   und  zwar  liegt  dieser  Scheitel 
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ausserhalb  oder  iiinerlialb  des  Parallel- 
streifens, je  nachdem  die  Durchlaufiings- 
richtungen  der  beiden  Punktreihen  gleich 
oder  entgegengesetzt  gerichtet  parallel 
sind. 


andern  zugeordnet  sein  muss,  ergibt  sich  so- 
wohl aus  der  Konstruktion  ähnlicher  oder  pro- 
portionaler Strecken,  als  aus  der  Eechnung. 
Denn  bei  paralleler  Lage  der  Reihen  wird  der 
unendlich  lerne  Punkt  selbst  durch  einen  Parallel- 
strahl projiziert,  und  bei  nicht  paralleler  Lage 
der  Reihen  liegt  der  projizierende  Strahl  un- 
endlich fern.  In  der  Rechnung  aber  entstehen 
die  Strecken  der  ähnlichen  Punktreihe  durch  Mul- 
tiplikation mit  einem  konstanten  Faktor  aus 
denen  der  ersten,  also  muss  auch  hier  unend- 
lich wieder  unendlich  bleiben.  Daher  gilt 
auch  hier,  wie  in  Erkl.  156,  dass  ähnliche 
Punktreihen  bei  nicht  paralleler  Lage 
nie  anders  als  durch  einen  Parallel- 
strahlenbüschel  in  perspektivischer 
Lage  projiziert  werden  können. 


Erkl.  169.  Legt  man  ähnliche  Punktreihen 
mit  den  unendlichfernen  Punkten  aufeinander, 
also  in  parallele  Lage,  so  bilden  die  Ver- 
bindungsgeraden entsprechender  Punkte  ent- 
weder Trapezseiten  oder  Trapezdiagonalen  mit 
den  ähnlichen  Punktstrecken  als  Grundseiten, 
je  nach  gleich-  oder  entgegengesetzt  gerichteter 
Durchlaufungsrichtung.  Alle  Verbindungsge- 
raden aber  gehen  durch  einen  Punkt,  dessen 
Abstände  von  je  zwei  entsprechenden  I*unkten 
der  beiden  Punktreihen  das  gleiche  Längen- 
verhältnis haben,  wie  je  zwei  entsprechende 
Punktstrecken  selbst. 


Erkl.  160.  In  Figur  32  sind  beiderlei  Arten 
der  perspektivischen  Lage  ähnlicher  Punktreihen 
nebeneinander  zu  erkennen:  Entweder  nimmt 
man  als  ähnliche  Punktreihen  t^t^t^  die 
konvergenten  Geraden  ^,jB,C,/),,  A^B'^C^D.^ 
und  A.^BgC^D^  und  als  parallele  Projek- 
tionsstrahlen die  Geraden  A^A„A..,  B^B.^Br^, 
C,  Cj  C3,  Z>j  Dj  D,..  Der  gemeinsame  und  selbst- 
entsprechende Punkt  der  Punktreihen  ist  S,  und 
die  Aehnlichkeit  ist  ausgedrückt  durch  das  Ver- 
hältnis : 

=  S,A,:A,B,:B,C,:C,D., 

die  Projektionsstrahlen  bilden  einen   Parallel- 
strahlenbüschel  mit  unendlich  fernem  Scheitel.  — 


3.  Wie  die  Betrachtungen  der  Pla- 
nimetrie nicht  bei  Kongruenz  und  Aehn- 
lichkeit von  Strecken  und  Winkeln  stehen 
bleiben,  so  dehnt  sich  auch  die  projek- 
tivische Behandlung  auf  die  aus  Strecken 
und  Winkeln  zusammengesetzten  Fi- 
guren aus.  Man  erhält  ähnliche  Fi- 
guren mit  innerem  und  äusserem  Aehn- 
lichkeitspunkte  als  Projektionsscheitel  *s' 
(Figur  33),  (wie  solche  für  geradlinige 
Figuren  in  Bd.  VII  und  für  Kreise  in 
Bd.Vin  des  Lehrb.  der  ebenen  Elementar- 
Geometrie  von  Kleyer-Sachs  behandelt 
werden).  Diese  Figuren  ABC  DE  sind 
(wie  auch  planimetrisch)  zu  betrachten 
als  Teile  von  je  einer  ganzen  Ebene, 
und  so  entstehen  ineinanderliegende 
kongruente  oder  ähnliche  ebene 
Systeme,  welche  aufeinander  gelegt 
sind  mit  dem  selbstentsprechenden  Punkte 
.S  als  Projektionsscheitel.  Die  plani- 
metrischen  Vorstellungen  der  perspek- 
tivischen oder  schiefen  Lage  ähnlicher 
Figuren  decken  sich  mit  denselben  Be- 
giiffen  der  projektivischen  Geometrie. 

4.  Erweitert  man  endlich  diese  An- 
schauungen durch  Uebertragung  auf 
räumliche  Konstruktionen,  so  erhält 
man  kongruente  ebene  Systeme  in 
parallelen  Ebenen  durch  Projektion  ent- 
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Oder  man  nimmt  als  ähnliche  Punktreihen 
t^tJJ^  die  parallelen  Geraden  A^A.yA.,  B^B^B^^, 
CjClc...  D^DnDg  und  als  konverg'ente  Pro- 
jektionsstrahlen die  Geraden  A^B^C^D^. 
A.,  B.,  C,  D.y  A.  ßg  C3  Dg.  Der  selbstentsprechende 
gemeiasame  Punkt  ist  der  unendlich  ferne,  die 
Aehnlichkeit  ist  ausgedrückt  durch  das  Ver- 
hältnis: 

A,  A, :  J,  A.  =  B^  B., :  B.,  B,  =  C,  C, :  C. C3 

die  Projektionsstrahlen  gehen  alle  durch  5.  und 
auf  ihnen  verhalten  sich  die  Abstände: 

SA^  :  SB^ :  SC^ :  SD,   =  SA,  :  SB^  :  SC\  :  SZ>, 
=z  SA.  :  SB  :  SC^ :  SD.. 
alle : 

=z  A,  A.^ :  B,  B., :  C\  C,  :  D^  Z>, 
oder : 

—  A,A,  :  B,B.  :  aCs  :  D.D.^. 

Dabei  sind  die  Punktreihen  A.  B,  C  gleich- 
laufend und  haben  daher  den  Scheitel  S 
ausserhalb,  die  Ptmktreihe  D  ist  mit  jeder 
andern  ungleichlaufend  und  hat  daher  den 
Scheitel  innerhalb  des  Parallelstreifens. 


weder  aus  einem  unendlich  fem  liegenden, 
oder  aus  einem  der  mittelparallelen  Ebene 
angeliörigen  Projektionsscheitel:  ähn- 
liche ebene  Systeme  entweder  in 
parallelen  Ebenen  durch  beliebig  liegende 
Projektionsscheitel  oder  in  konvergenten 
Ebenen  durch  unendlich  ferne  Projektions- 
scheitel, —  Ebenso  entsteht  die  Vor- 
stellung von  kongruenten  Ebenenbüscheln 
und  kongruenten  Strahlenbündeln  mittels 
Projektion  auf  die  Symmetrieebene  ihi'er 
Träger,  sowie  endlich  die  von  kon- 
gi'uenten  oder  von  ähnlichen  räumlichen 
Systemen.  Solche  liegen  stets  ineinander 
und  müssen  zur  Herbeiführung  perspek- 
tivischer Lage  aufeinander  gelegt  werden 
mit  einem  selbstentsprechenden  Punkte 
als  Scheitel  eines  in  beiden  räumlichen 
Systemen  selbstentsprechenden  Strahlen- 
bündels. 


Fiarur  33. 


C,         B 
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5.  lieber  die  Dualität  oder  Reciprocität  (Polarisation):  n-M  und  n-M. 

Frage  44.  Was  versteht  man  unter 

dem  Grundsätze  der  Dualität?  Antwort.    I.Unter  dem  Grundsatze 

der    Dualität    oder    Reciprocität 

Erkl.  lei.   Die  BeneBDungeu  als  Dualität  verstellt  man  die  Gegenüberstellung 

oder  Reciprocität  sind  nebeneinander  gleich-  ^j^j.    ErzeugungSWeise    eines    geo- 

Avertig,  indem  man  die  Gerade  (bezw.  Ebene)  ,.      ,          r^    i  -i  ^         -       i       t-i, 

als  duales  oder  reciprokes  Element  dem  Punkte  metrischen  Gebildes  m  der  Ebene 

gegenüberstellt.   Man  gebraucht  aber  wohl  vor-  durch  die  beiden  Raumelemente  Punkt 

wiegend  das  Wort  Dualität  für  die  Verwandt-  oder   Gerade,    im   Raume    durch   die 

Schaft  in  der  Ebene,  Reciprocität  für  jene  ^gi^jg^     Raumelemente     Punkt     oder 

im  Raum.    So  wurden  schon  m  Erkl.  101  solche  -p,  i               ■,               i       i      n           a             i 

Raumgebilde  als  reciprok  verwandt  bezeichnet,  -l^  Den e     Dezw.     durCÜ     b-eraüe     und 

in  weichen  ein  Punkt  des  einen  Gebildes  einer  Ebene.  —  Dfeses  Prinzip  bildet  ein 
Ebene  des  andern  entspricht.  ausserordentlich  fruchtbares  Mittel,   um 

r-  1 1   -ifio    r>-    -D                1    T>  I     ■  aus  Sätzen  über  Punkte  entsprechende 

Erkl.  162.    Die  Benennung  als  Polar isa-  ci-x       -i        o^     -li        /i           i-(i           \     i 

tion  beruht  dagegen  auf  den  erst  in  der  spä-  Satze  über  Strahlen  (bezw.  Ebenen)  ab- 

teren    Behandlung    auftretenden    Ergebnissen,  zuleiten  und  umgekehrt;  dasselbe  kann 

Man  kann  also  sagen,  dass  dieses  Prinzip  (als  jedenfalls    dann    immer    mit   Erfolg    zur 

Dualität)  ursprünglich,  und  zugleich  mit  den  Anwendung  gebracht  werden,  wenn  der 

Grundgebilden  selbst,  willkürlich  angenommen  ti_ixi                 ^        ^j?      ^            o-i. 

bezw.  aufgestellt  wird,  dass  sich  aber  später  I»halt  der  zuerst  aufgefundenen  Satze 

für  dasselbe  Prinzip  (als  Polarisation)  eine  Be-  sich  darauf  beschränkt,  dasS  Punkte  auf 

weisführung  seiner  Notwendigkeit  und  damit  geraden   Linien   (oder   Ebenen)   liegen, 

Entkleidung  jener  Willkürlichkeit  ergibt.   Man  i^e^w.  dass  gerade  Linien  (oder  Ebenen) 

fuhrt  die  ganze  Entwicklung  von  Anfang  an  in  ,       i,    tj     i  +          u            i        v  •    0-  + 

doppelter  Nebeneinanderstellung,  und  findet  dann  ^^^^"^    Punkte    gehen,    alSO    bei    batzen 

an  jener  Stelle,  dass  wenn  das  nicht  schon  ge-  ohne   metrischen   Inhalt ;    es   erfährt  je- 

schehen  wäre,  man  von  dort  nochmals  rück-  doch   auch   bei   massgeometrischen   ße- 

wä^rts  greifend  die  duale  Entwicklung  nach-  trachtungen  mancherlei  Anwendung, 

zuholen  genötigt  wäre.  ®                                                  ° 

2.  Von  einem  ganz  allgemeinen  Ge- 

Erkl.  163.     Die    erstgenannte   Auffassung  sichtspunkte  auS  lässt  sich  das  Dualitäts- 

des  Prinzips  (Dualität)  verdankt  man  dem  fran-  pj-i^zip    folgendermassen    auffassen:     In 

zosischen  Mathematiker  Gergonne.  die  zweite  f  ,      ^ri        j     i^-u           i  i                •      i    • 

(Polarisation)   dessen  Landimaun   Poncelet  jedem  Gruiidgebilde,  welches  zweierlei 

(1796).     In  Deutschland    erfolgte   eine   freiere  gleichwertig       gegenüberstehende 

Durchführung  der  Theorie  durch  Möbius,  und  Elemente  besitzt,   kann   eine  beliebig 

u"jfj'v'^^^^'^^''^n'"^''''^^c.^'u^''y^f^-  vorliegende  Reihenfolge  von  rein  geo- 
Alsbald  begann  ein  allgemeines  Streben,  früher         .-i       /-.         ,•  i       i?   • 

bekannte  Sätze  der  Geometrie  nach  dem  neuen  metrischen  Operationen  auch  auf  eme  ana- 
Prinzip  zu  untersuchen  auf  ihre  Uebertragungs-  loge  Art  durchgeführt  werden,  indem  an 
fähigkeit,  nachdem  zuerst  Brianchon  durch  die  Stelle  jeglicher  Operation  mit  bestimmt 
Uebertragung  des  Satzes  von  Pascal  mit  so  gewählten  Elementen  die  entsprechende 
glänzendem  Erfolge  vorangegangen  war.  ?.         x-  -i.     i         •        -i  -i 

"  ^  6  ö    &  Operation   mit   den  jeweils   gegenuber- 

Erkl.  164.  Die  Gegenüberstellung  von  Punkt  stehenden  Elementen  gesetzt  wird.    Nun 

und  Gerade  in  der  Ebene  oder  von  Punkt  und  ^^ggitzt    von    den    Grundgebilden    erster 

Ebene  im  Raum  sind  keineswegs  getrennte  oder  ox   ^     •    j  •       ^  •  ini  ™     * 

auch  nur  wesentlich  verschiedene  Erscheinungen,  Stufe  jedes  nur  einerlei  Elemente;  von 

vielmehr  geht  die  erstere  engere  aus  der  andern  den  Grundgebilden  zweiter  Stufe  besitzt 

weiteren  Beziehung  durch  entsprechende  Projek-  das  ebene  Sj^stem  Punkte  und  Strah- 

tion  hervor  (vergl.  Erkl.  101)    Denkt  man  sich  ^^^  ^ig  gleichwertig  gegenüberstehende 

namlich  zwei  reciprok  verwandte  Raume,  so  ent-  tth  ^  -u  a        oa     t,i„  i  .••^;i^i 

sprechen  allen  Puikten  einer  Ebene  er  alle  Ebenen  Elemente,     ebenso     der    Strahlenbundel 

eines  Ebenenbündels  durch  den  entsprechenden  Strahlen  und  Ebenen;  und  das  räum- 

Punkt  S.    Dadurch  wird  jedem  Punkte  A  jener  liehe    System    besitzt    als    gleichwertig 

Ebene  ^  deren  Schnittgerade  «  mit  der  ent-  gegenüberstehende    Elemente    Punkte 

sprechenden  Ebene  «zugeordnet;  und  umgekehrt  ®    j   tth  /    «^i  4.      ^^:^\ ,^  +,•„   w»u 

lässt  sich  jede  Gerade  6  dieser  beliebigen  Ebene  a  und  Ebenen    (nicht    gleichwertig   mit 

auffassen   als  Schnittgerade  mit  einer  Ebene  ß  beiden    Sind    die    Strahlen    des   Raumes 
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des  Ebenenbündels  durch  den  der  Ebene  o  ent- 
sprechenden Ptmkt  S,  und  so  wird  der  Geraden  h 
derjenige  Punkt  B  in  a  zugeordnet,  dessen  ent- 
sprechende Ebene  ß  durch  jene  Gerade  fe  und 
Punkt  S  hindurchgeht. 

Erkl.  165.  Im  dreidimensionalen  Punktraum 
sind  Punkt  und  Ebene  reciprok.  im  zweidimen- 
sionalen Punktraum  (Ebene)  Punkt  und  Ge- 
rade. Projiziert  man  aber  zwei  vereinigt  lie- 
gende, dualistisch  verwandte  ebenen  Systeme  von 
zwei  Scheiteln  aus,  so  entsteht  wieder  eine  ver- 
schiedene Art  des  Entsprechens .  indem  einem 
Strahle  des  einen  Bündels  eine  Ebene  des  an- 
dern entspricht,  und  umgekehrt  (vgl.  Erkl.  101). 
Diese  Beziehungsweise  ist  besonders  eingehend 
behandelt  worden  durch  den  deutschen  Geometer 
Plücker,  bleibt  aber  für  den  Inhalt  des  vor- 
liegenden Lehrbuches  mit  verschwindenden  Aus- 
nahmen gänzlich  ausser  Betracht. 


vergl.  Erkl.  52).    Daher  spricht  man  all- 
gemein von: 

a)  Dualität  in  der  Ebene  mit 
Gegenüberstellung  von  Punkten  und  Ge- 
raden, die  alle  in  dieser  gemeinsamen 
Ebene  liegen. 

b)  Dualität  im  Bündel  mit  Gegen- 
überstellung von  Strahlen  und  Ebenen, 
die  alle  durch  den  gemeinsamen  Bündel- 
scheitel gehen, 

c)  Dualität  im  Räume  mit  Gegen- 
übei-stellung  von  Punkten  und  Ebenen 
des  Raumes. 


Frage  45.  Durch  welche  Stellen 
der  bisherigen  Betrachtungen  ist  die 
Aufstellung  des  Dualitätsprinzips 
Ml  hon  nahegelegt  worden? 

Erkl.  166.  Eine  Gegenüberstellung  zwischen 
Punkt  und  Ebene  kann  nur  bei  räumlichen  Be- 
trachtungen auftreten,  so  oben  bei  der  Behand- 
lung des  Raumes  als  dreifach  dimensionaler 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten  und  auch  drei- 
fach dimensionaler  Mannigfaltigkeit  von  Ebenen. 
Ebenso  zeigte  sieh  das  ebene  System  als 
zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Punk- 
ten, die  alle  in  einer  Ebene  liegen,  und  dagegen 
der  Ebenenbündel  als  zweifach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Ebenen,  die  alle  durch 
einen  Punkt  gehen:  endlich  die  Punktreihe 
als  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Punkten,  die  alle  auf  einer  Geraden  liegen, 
der  Ebenenbüschel  als  einfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Ebenen,  die  alle  durch 
eine  Gerade  gehen.  Denn  die  Gerade  war 
bestimmt  entweder  als  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  oder  als  Schnittlinie  zweier  Ebenen. 

Erkl.  167.  Dass  die  Dualität  sieh  ganz  streng 
nur  durchführen  lässt  bei  Eigenschaften  der 
Figuren,  die  sich  allein  auf  die  Lage  der  Ele- 
mente beziehen,  dagegen  nicht  ganz  streng 
bei  jenen  Eigenschaften,  die  sich  auf  Mass- 
verhältnisse beziehen,  zeigte  sich  auch  in 
den  verschiedenen  Beispielen  von  dualistischer 
Gegenüberstellung  in  der  Planimetrie:  Vergl. 
Kleyer-Sachs,  Lehrb.  der  ebenen  Elementar-Geo- 
metrie.  III.  Teil,  Abschnitt  1.  dann  die  Mittel- 
punkte der  Seitenstrecken  des  Vierecks  und  die 
Halbierungslinien  der  Winkel  des  Vierseits 
(Antwort  auf  Frage  189  u.  190>,  das  dem  Kreis 
eingeschriebene  Dreieck  und  Viereck  mit  Um- 
kreis, und  das  dem  Kreis  um-  oder  angeschriebene 
Dreiseit  und  Vierseit  mit  Inkreis  oder  Ankreis 
(Kleyer-Sachs,  IV.  Teil  und  besonders  VIII.  Teil, 


Antwort.  1.  In  den  Antworten  der 
Fragen  15  und  16  wurde  gefunden. 
dass  zur  Trennung  zweier  Punkte 
einer  Punktreihe  zwei  Punkte ,  zur 
Trennung  zweier  Strahlen  eines 
Strahlenbüschels  zwei  Strahlen  nötig 
sind,  nämlich  je  ein  innerer  und  ein 
äusserer ;  —  dass  die  Punktreihe  durch- 
laufen werden  kann  und  der  Strahlen- 
büschel umlaufen  werden  kann  in  zwei 
entgegengesetzten  Richtungen. 
Bestätigung  dei*selben  Gegenüberstellung 
erfolgte  in  Antwort  auf  Frage  25  bei 
Untersuchung  der  perspektivischen  Be- 
ziehung zwischen  Punktreihe  und  Strah- 
leubüschel,  und  teilweise,  wenn  auch 
nicht  in  vollständiger  Uebereinstimmung, 
bei  den  metrischen  Untersuchungen 
der  Fragen  35  bis  41  über  das  Teilungs- 
verhältnis einer  Strecke  oder  eines 
Winkels,  über  die  konstanten  Pro- 
dukte aus  Strecken  oder  Winkel  taugen  ten 
in  projekti vischen  Reihen  und  Büscheln, 
sowie  über  das  Doppelverhältnis  von 
vier  Punkten  oder  vier  Strahlen. 

2.  In  den  Aut Worten  auf  Frage  26 
und  27  bezw.  31  und  32  wurde  die  pro- 
jektivische  Vei-wandtschaft  in  perspek- 
tivischer bezw.  in  schiefer  Lage  unter- 
sucht zwischen  zwei  Punktreihen  und 
z^^'ischen  zwei  Strahlenbüscheln:  und 
diese  beiden  Untersuchungen  verliefen 
zum  Teil   ganz  wörtlich  gleichlautend. 
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Satz  20  und  21) ;  ferner  die  Sätze  von  Menelaos  bloss    mit   Vertauschung    der   Elemente, 
und  Ceya  (VII  Teil)   ganz  besonders  aber  die  nämlicli  der  Punkte  und  Geraden.    Das 
harmonischen  Eigenschaften   des   vollständigen        .  i    j«      4        i.     v  j      t-, 
Vierecks  und  vierseits  (Kieyer-Sachs,  VI.  Teil,  zeigen  auch  die  Anschreibungen  der  Be- 
Aufgabe 252),   sowie  die  Lehre  von  Pol   und  Ziehungen: 

Polare    nebst    den    Sätzen    von    Pascal    und  tiJ\S^  t^   bezw.  S,  i\  tj^  S^ 

Brianchou  (im  VIII.  Teil).     An  letzterer  Stelle  ^^^  ^^^  perspektivischen  Lage,  und 
hndet  sich   auch    der   zur  Ebenen  Elementar-  ^      /*        -^      ^^      ^  ' 

Oeometrie  gehörige  Teil  des  geometrischen  Be-  ^  A  '^1  A  ^0  A  ^2  A  ^2 

Aveises  für  die  von  Poncelet  benannte  Polari-  Oezw. :        ^  ^      ^^  ^  ^      ^^ 
sation  (VIII.  Teil,  Erkl.  281).  ^  A  ^  A  -=»0  "A  *2  A  -^2 

bei  der  schiefen  Lage. 


Frage  46.  Welches  sind  die  grundlegenden  Gegenüberstellungen  des 
Lualitätsprinzips  in  der  Ebene? 

Antwort.  Die  grundlegenden  Fälle  für  die  Aufstellung  des  Dualitätsprinzips 
in  der  Ebene  sind  folgende: 

1.  Ein  Punkt,  Eine  Gerade, 

2.  ^wei  Punkte  Zwei  Gerade 

bestimmen  durch  ihre  Verbindung  eine  bestimmen    durch   ihren    Schnitt    einen 
Gerade.  Punkt. 

3.  Zwei,  drei,  '  • '  n  Punkte  liegen  Zwei,  drei,  •  •  -n  Gerade  gehen  durch 
auf  derselben  Geraden  oder  liegen  denselben  Punkt  oder  gehen  nicht 
nicht  auf  derselben  Geraden.  durch  denselben  Punkt. 

4.  Unendlich  viele  Punkte,  die  Unendlich  viele  Gerade,  die  in 
in  stetiger  Reihenfolge  auf  derselben  stetiger  Reihenfolge  durch  denselben 
Geraden  liegen,  bilden  eine  Punkt-  Punkt  gehen,  bilden  einen  Strahlen- 
reihe (Figur  34).  bjüschel  (Figur  34). 

5.  Unendlich  viele  Punkte  der-  Unendlich  viele  Gerade  der- 
selben Ebene  in  stetiger  Aufeinander-  selben  P]bene  in  stetiger  Aufeinander- 
folge aber  beliebiger  Lage  erfüllen  folge  aber  beliebiger  Lage  umhüllen 
eine  Punktkurve  (Ordnungskurve)  oder  eine  Tangentenkurve  (Klassenkurve) 
eine  Punktreihe  von  I.,  IL,  •  •  •  »«ter  Ord-  oder  einen  Strahlenbüschel  von  L,  IL,  •  •  • 
nung  je  nach  der  Höchstzahl  von  1,  2,  ??ter  Klasse  je  nach  der  Höchstzahl 
♦••«  ihrer  Kurvenpunkte,  welche  mit  von  1,  2,  •••n  ihrer  Kiirventangenten, 
den  Punkten  einer  beliebigen  Punktreihe  welche  mit  den  Strahlen  eines  beliebigen 
I.  Ordnung  zusammenfallen  können  (vgl.  Strahlenbüschels  I.  Klasse  zusammen- 
Figur  3,  Seite  9).  fallen  können  (vergl.  Figur  8,  S.  11). 

6.  Die  Verbindungsgerade  zweier       Der  Schnittpunkt  zweier  unend- 
unendlich    nahe    benachbarten  lieh  nahe  benachbarten  Kurven- 
Kurvenpunkte  ist  eine  Tangente  tangenten  ist  ein  Kurvenpunkt. 
der  Kurve. 

7.  Die  Ebene  enthält  doppelt  unend-  Die  Ebene  enthält  doppelt  unend- 
lich viele  Punkte.  lieh  viele  Gerade. 

8.  Durch  zwei  Punkte  auf  derselben  Durch  zwei  Gerade  durch  denselben 
Geraden  werden  alle  Punkte  der  auf  der  Punkt  werden  alle  Strahlen  des  durch 
Geraden  liegenden  Punktreihe  in  zwei  den  Punkt  gehenden  Strahlenbüschels 
Teile  getrennt:  in  zwei  Teile  getrennt: 

einen  innern  und  einen  äussern,  einen  Innern  und  einen  äussern, 

und  der  Durchlauf  von  dem  einen  Punkt  und  der  Umlauf  von  dem  einen  Strahle 
zum  andern  und  durch  die  ganze  Punkt-  zum  andern  und  durch  den  ganzen  Strahlen- 
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„Strahlenbüschel  I.  Klasse  und  Panktreihe  I.  Ordnung."  ~* 

reihe  kann  in  zwei  entgegengesetz-  büschel  kann  in  zwei  entgegengesetz- 
ten Richtungen  geschehen  (s.  Fig.  35).  ten  Richtungen  geschehen  (s.  Fig.  35). 
9.  Von  vier  Punkten  einer  Punkt-  Von  vier  Strahlen  eines  Strahlen- 
reihe werden  zwei  durch  die  zwei  andern  büschels  werden  zwei  durch  die  zwei 
völlig  (innen  und  aussen)  getrennt,  so  andern  völlig  (innen  und  aussen)  geti'ennt, 
dass  man  nicht  vom  einen  Punkte  des  so  dass  man  nicht  vom  einen  Strahle  des 
ersten  Paares  zum  andern  gelangen  kann,  ersten  Paares  zum  andern  gelangen  kann, 
ohne  entweder  den  einen  oder  den  andern  ohne  entweder  den  einen  oder  den  andern 
Punkt  des  andern  Paares  zu  überschreiten.  Strahl  des  andern  Paares  zu  übei-schreiten. 

(Und  so  weiter.) 
£rkl.  168.     Bei    räumlicher   Eeciprocität  würden  die  Gegenüberstellungen   zu  den  oben- 
stehenden in  Bezog  auf  den  Punkt  angezählten  Fällen  folgende  Gestalt  annehmen  : 

1.  Eine  Ebene. 

2.  Zwei  Ebenen  bestimmen  durch  ihren  Schnitt  eine  Gerade. 

3.  Zwei,  drei,  •••«  Ebenen  gehen  durch  dieselbe  Gerade  oder  gehen  nicht  durch 
dieselbe  Gerade. 

[Hierher  würden  noch  gehören  die  Gegensätze: 

«)  drei  Punkte  bestimmen  eine  Ebene;  —  drei  Ebenen  bestimmen  einen  Punkt; 
ß)  vier  und  mehr  Punkte  liegen  in  einer  Ebene  oder  liegen  nicht  in  einer  Ebene :  — 

vier  und  mehr  Ebenen  gehen  durch  einen  Punkt  oder  gehen  nicht  durch  einen  Punkt; 
y)  der  Ranm  enthält  dreifach  unendlich  viele  Punkte  —  der  Ratun  enthält  dreifach 

unendlich  viele  Ebenen.] 

4.  Unendlich  viele  Ebenen,  die  in  stetiger  Reihenfolge  durch  dieselbe  Gerade 
hindurchgehen,  bilden  einen  Ebenenenbüschel  (Figur  10  und  12). 

5.  Unendlich  viele  Ebenen  durch  denselben  Punkt  in  stetiger  Aufeinanderfolge  aber 
beliebiger  Lage  umhüllen  eine  Kegelmantelfläche  von  I.,  II..  •  •  -nter  Klasse,  je  nach 
der  Höchstzahl  von  1,  2,  •••«  ihrer  Tangentenebeneu,  welche  mit  den  Ebenen  eines 
beliebigen  Ebenenbüschels  I.  Klasse  (durch  denselben  Scheitel)  zusammenfallen  können. 

6.  Die  Schnittgerade  zweier  unendlich  nahe  benachbarten  Tangentenebenen  ist  eine 
Tangente  (Kantenlinie)  der  Kegelfläche. 

7.  Durch  einen  Punkt  (z.  B.  Scheitel  eines  Bündels)  gehen  doppelt  unendlich  viele  Ebenen. 

8.  Durch  zwei  Ebenen  durch  dieselbe  Schnittgerade  werden  alle  Ebenen  des  durch  die 
Gerade  gehenden  Ebenenbüschels  in  zwei  Teile  getrennt:  einen  innern  und  einen 
äussern,  und  der  Umlauf  von  einer  Ebene  zur  andern  und  durch  den  ganzen 
Ebenenbüschel  kann  in  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  geschehen. 

9.  Von  vier  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  werden  zwei  durch  die  zwei  andern  völlig 
(innen  und  aussen)  getrennt,  so  dass  man  nicht  von  der  einen  Ebene  des  ersten  Paares 
zur  andern  gelangen  kann,  ohne  entweder  die  f^'^r\f  "^fx  'üi^  andere  Ebene  des  andern 
Paares  zu  überschreiten. 

Erkl.  169.    Da  die  linken  Seiten  obenstehender  Antwnri    lauter  Elemente  in  derselben 
Ebene  behandeln,  so  müssen  die  reciproken  Fälle  voriger  Erkl.  168  lauter  Elemente  durch 
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denselben  Punkt  liefern.  Eine  neue  Doppelreihe  zusammengehöriger  Fälle  würde  endlich 
die  in  Erkl.  165  genannte  Art  des  Entsprechens  liefern  durch  Projektion  der  beiderseitigen 
Aufstellungen  obenstehender  Antwort  von  einem  Scheitel  ausserhalb  der  Ebene,  entsprechend 
der  sog.  Dualität  im  Bündel. 

Erkl.  170.    In  der  Massgeometrie  kommen  zu  den  obenstehenden  nur  auf  die  Lage  der 
Elemente  bezüglichen  Angaben  noch  jene  hinzu,  Avelche  bezeichnen : 

die  Strecke  als  Längenmass  der  Ver-  den  Winkel  als  Winkelmass  der  Drehung 
Schiebung  des  Punktes;  des  Strahles; 

den  Mittelpunkt  und  den  unendlich  fernen  die  Halbierungsgeraden  des  Winkels  und 
Punkt  der  Strecke  als  Punkte  mit  gl  ei-  des  Nebenwinkels  als  Gerade  mit  gleicher 
chem  Abstand  vonbeiden Streckenpunkten;         Neigung  gegen  beide  Winkelschenkel; 

TeilungsverhäUnis  der  Strecke  durch  Teilungsverhältnis  des  Winkels  durch 
einen  Punkt  als  Längen  Verhältnis  einen  Strahl  als  Sinusverhältnis  der 
der  Teilstrecken,  Teilwinkel, 

Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  als  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen  als 
Quotient  zweier  Teilungsverhältnisse  der-  Quotient  zweier  Teilungsverhältnisse  des- 
selben Strecke.  selben  Winkels. 


Frage   47.     Welche   Figuren    sind 
besonders  wichtig   für  die  Anwendung 

des  Dualitätsprinzips?  Antwort.    Die  wichtigsten  Figuren 

für  die  Anwendung  des  Dualitätsprinzips 

Erkl.  171.    Die  reciproke  Uebertragung  im  sind  die  Vielecke  und  Vielseite:    Man 

Eaume  liefert  die    körperlichen  Ecken"  unterscheidet  einfache  Vielecke  und 

der  Stereometrie  in  der  Auflassung  als  „räum-  •     ^      i        tt-    i       -i.                 •             n 

liehe  «-Seite"  und  ,. räumliche  H-Kante".  einfache    Vielseite,    sowie    voll- 

Demi  «Punkten  einer  Ebene  entsprechen  reci-  Ständige  Vielecke  (mit  Ecken,  Seiten 

prok  «Ebenen  durch  einen  Punkt,  und  «  Ge-  und    Nebenecken)    und    vollständige 

raden  einer  Ebene  ent^sprechen«  Gerade  durch  Yieij,eitg     r^^^    Seiten,     Ecken     und 

einen  Punkt.    Man  erhalt  die  Gebilde  wieder  ^^ t  ,          >     ~\ 

entweder  durch  direkte  reciproke  Uebertragung  i->GD6nseiLenj. 
oder  auch  durch  Projektion  der  (ebenen)  dua- 
listischen Figur  von  einem  Scheitel  aus. 

Frage  48.    Was  versteht  man  unter  einem  einfachen  w-Eck  und  w-Seit? 

Antwort.  I.Unter  einem  einfachen  Unter  einem  einfachen  «-Seit  ver- 
w-Eck  versteht  man  eine  Gruppe  von  steht  man  eine  Gruppe  von  w Geraden 
w  Punkten  (in  derselben  Ebene)  als  (in  derselben  Ebene)  als  Seiten,  von 
Ecken,  von  denen  keine  drei  in  denen  keine  drei  durch  denselben 
derselben  Geraden  liegen,  samt  Punkt  gehen,  samt  n  Schnittpunk- 
11  Verbindungsgeraden,  durch  deren  ten,  in  deren  jedem  zwei  aufeinander- 
jede  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  folgende  Seiten  einander  schneiden,  als 
verbunden  werden,  als  Seiten.  Ecken. 

2.  Das  einfache  n-Eckhat  also  //Ecken  Das  einfache  «-Seit  hat  also  w  Seiten 
und  //Seiten,  zusammen  2n  aufeinander-  und  uEcken,  zusammen  2«  aufeinander- 
folgende Elemente ;  und  von  diesen  heissen  folgende  Elemente ;  und  von  diesen  heissen 
jedes  kte  und  {k±n)te  zwei  gegen-  jedes  A:te  und  (Ä:4:w)te  zwei  gegen- 
überliegende Elemente.  überliegende  Elemente. 

3.  Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  liegt  jedem  Eckpunkt  ein  Eckpunkt, 
jeder  Seite  eine  Seite  gegenüber;  ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  von 
zwei  einander  gegenüberliegenden  Elementen  stets  das  eine  ein  Eckpunkt, 
das  andere  eine  Seite. 

4.  Einfaches  n-Eck  und  einfaches  /«-Seit 

sind  genau   dieselbe   Figur,    nur   in   verschiedener    Auffassung   der  Ent- 
stehungsweise. 
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Erkl.  172.  Wenn  die  n  Punkte  für  ein  x-Eck  oder  die  n  Geraden  für  ein  n-Seit  nicht  in 
derselben  Ebene  liegen  würden,  so  entstünde  eine  räumliche  Figur,  das  sogen,  windschiefe 
Vieleck  bezw.  V  i  e  1  s  e  i  t ,  für  welches  im  allgemeinen  andere  Gesetze  gelten ,  als  für  das 
ebene  (vergl.  Aufgabe  138  der  Aufgabensammlung).  —  Wenn  mehr  als  drei  aufeinanderfolgende 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  bezw.  mehr  als  drei  aufeinanderfolgende  Geraden  durch  einen 
Punkt  gehen,  so  kann  keine  vollzählige  Figur  entstehen  (Aufgabe  140  der  Aufgabensammlung). — 
Ueber  die  Anzahl  der  einfachen  Vielecke,  die  aus  «  gegebeneu  Punkten  entstehen  können,  bezw. 
die  Anzahl  der  einfachen  Vielseite,  die  aus  n  gegebenen  Geraden  entstehen  können,  sehe  man 
unten  die  Antwort  auf  Frage  49  und  50. 

Erkl.  173.  Die  einander  gegenüberliegenden  Elemente  spielen  in  manchen  Unter- 
suchungen eine  wichtige  Eolle.  Ist  die  Zahl  k  <^  n,  so  ist  das  gegenüberliegende  Element  das 
(k  -)-  m)  te ;  ist  k  >  «,  so  ist  das  gegenüberliegende  das  (k  —  n)  te.  Dabei  ist  die  Aufeinanderfolge 
der  2  n  Elemente  stets :  Ecke,  Seite,  Ecke,  Seite,  •  •  •  bezw.  Seite,  Ecke,  Seite,  Ecke,  •  •  •  d.  h. 
alle  geraden  gleichartig  und  alle  ungeraden  gleichartig.  Ist  aber  n  gerade,  so  sind  k  und 
Ä- +  «  beide  gleichartige  Elemente:  ist  aber  «  ungerade,  so  sind  k  und  fc  +  «  ungleichartige 
Elemente.  So  ist  für  das  einfache  17-Eck  das  9te  Element  eine  Ecke,  das  (9-]-17)te  oder  26te 
eine  Seite;  das  lOte  eine  Seite,  das  (10 -j-  17)  te  oder  27 te  eine  Ecke;  das  22te  eine  Seite,  das 
(22—  17)  te  oder  5te  eine  Ecke.  Für  das  einfache  17-Seit  ist  das  14te  Element  eine  Ecke,  das 
(14-l-17)te  oder  Site  eine  Seite;  das  23 te  eine  Seite,  das  (23  — 17) te  oder  6te  eine  Ecke. 
Beim  einfachen  22-Eck  sind  das  12  te  Element  und  das  (12-f-22)te  oder  34  te  beide  Seiten, 
das  19te  und  (19-}-22)te  oder  41te  beide  Ecken;  das  35te  und  das  (35  — 22)te  oder  13te 
sind  beide  Ecken,  das  38 te  und  (38  —  22) te  oder  löte  beide  Seiten.  —  Da  diese  Ueberlegungen 
bei  dualistischer  Uebeiti-agung  wörtlich  gleichlautend  bleiben,  so  sind  die  Teile  3  und  4  oben- 
stehender Antwort  nicht  getrennt,  sondern  gemeinschaftlich  quer  durch  gedruckt. 

ErkU  174.  Eine  Verbindungsgerade  zweier  nicht  aufeinanderfolgenden  Eck- 
punkte wird  sowohl  im  einfachen  Vieleck  als  im  einfachen  Vielseit  Diagonale  genannt  in 
Anlehnung  an  den  entsprechenden  Ausdruck  in  der  Planimetrie.     Deren  Anzahl  ist  nach  plani- 

metrischen  Feststellungen  gleich  —n{n  —  3).    Ebenso  gibt  es  auch  -^n{n  —  3)  Schnittpunkte 

zweier  nicht  aufeinanderfolgenden  Seiten  des  einfachen  «-Ecks  oder  w-Seits,  welche  nicht  mit 
besonderen  Xamen  belegt  sind  (man  mnsste  denn  sagen,  die  Diagonalen  seien  „Nebenseiten  des 
einfachen  Vielecks-,  die  letzteren  Schnittpunkte  „Nebenecken  des  einfachen  Vielseits"), 


Frage  49.    Was  versteht  man  unter  einem  vollständigen  «-Eck  und 

-Seit? 


Antwort.  1.  Unter  einem  voll- 
.> tändigen  //-Eck  versteht  man  eine 
Gruppe  von  w  Punkten  (derselben  Ebene) 
als  Ecken,  von  denen  keine  drei  in 
derselben  Geraden  liegen,  nebst 
ihren  sämtlichen  Verbindungs- 
geraden als  Seiten. 

2.  Die  ausser  den  n  Eckpunkten  noch 
entstehenden  Schnittpunkte  der  Seiten 
des  vollständigen  //-Ecks  heissen  Neben- 
ecken des  «-Ecks. 


Unter  einem  vollständigen  w-Seit 
versteht  man  eine  Gruppe  von  //Ge- 
raden (derselben  Ebene)  als  Seiten, 
von  denen  keine  drei  durch  den- 
selben Punkt  gehen,  nebst  ihi'en 
sämtlichen  Schnittpunkten  als 
Ecken. 

Die  ausser  den  n  Seiten  noch  ent- 
stehenden Verbindungsgeraden  der  Ecken 
des  vollständigen  «-Seits  heissen  Neben- 
seiten des  /i-Seits. 


3.  Das  vollständige  n-Eck  enthält  Das  vollständige /<-Seit  enthält  sämt- 
isämtliche  einfachen  //-Ecke,  welche  liehe  einfachen  //-Seite,  welche  aus 
aus  denselben // Eckpunkten  durch  ver-  denselben  //Geraden  durch  verschie- 
schiedene  Aufeinanderfolge  der  dene  Aufeinanderfolge  der  Schnei- 
Verbindungen  gebildet  werden  düngen  gebildet  werden  können, 
können. 
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4.  Somit  enthält  das  vollständige  Somit  enthält  das  vollständige 
«-Eck:  M-Seit: 

n  Ecken,  n  Seiten, 

^^^  Seiten,  it<^  Ecken, 

und  und 

-^-(n— 1)!  einfache  «-Ecke.  -^{n  —  l)\  einfache  «-Seite. 

Erkl.  175.  Das  einfache  /«-Eck  und  «-Seit  der  projektivischen  Geometrie  ist  dieselbe 
Figur  wie  das  allgemeine  Vieleck  der  Planimetrie,  also  nicht  bloss  wie  das  konvexe  allein, 
sondern  einschliesslich  des  Vielecks  mit  einspringenden  Winkeln  und  des  üb  erschlagenen  Viel- 
ecks. Das  vollständige  n-Eck  und  «-Seit  dagegen  tritt  in  der  Planimetrie  eigentlich  gar 
nicht  auf  mit  Ausnahme  einiger  Betrachtungen,  welche  dem  Grenzgebiet  zwischen  Planimetrie 
und  projektivischer  Geometrie  angehören,  z,  B.  über  die  harmonischen  Eigenschaften  des  voll- 
ständigen Vierecks  und  Vierseits  (Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie,  VI.  Teil,  Antwort 
auf  Frage  60  und  61  sowie  Aufgabe  252). 

Erkl.  176.  Man  merkt  sich  leicht,  dass  das  «-Eck  auch  Xebenecken,  das  ?2-Seit  auch 
Nebenseiten  besitzt  (nicht  aber  hat  das  «-Eck  Nebenseiten,  oder  das  «-Seit  Nebenecken).  Es  ist 
also  bei  jedem  der  beiden  Gebilde  die  kleinste  Anzahl  die  der  primären  Elemente  oder 
der  erzeugenden  Hauptelemente,  welche  der  Figur  den  Namen  geben  (Ecken  beim  «-Eck, 
Seiten  beim  «-Seit),  die  nächst  grössere  Zahl  die  der  sekundären  Elemente  (Seiten  des 
»(-Ecks,  Ecken  des  n-Seits),  die  grösste  Zahl  die  Anzahl  der  mit  den  Hauptelementen  gleich- 
artigen Nebenelemente  (Nebenecken  beim  «-Eck,  Nebenseiten  beim  /(-Seit). 

Erkl.  177.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Elemente  ist  der  Uebersichtlichkeit  wegen  jeweils 
schon  in  obenstehender  Antwort  zusammengestellt.  Die  genaue  Ableitung  der  einzelnen  Ziffern 
findet  man  in  der  folgenden  Antwort  auf  Frage  50.  Man  beachte  also  schon  hier,  dass  während 
bei  der  dualistischen  Uebertragung  aus  Eckpunkten  Seiten,  aus  Nebenecken  Nebenseiten  u.  s.  w. 
werden,  die  Anzahl  je  beiderseits  gleich  bleibt. 


Frage  50.  Wie  gelangt  man  zu  der  eben  angegebenen  Anzahl  von  Ele- 
menten. 

Antwort.  1.  Sind  /^ Punkte  g^gt-  Sind  «Gerade  gegeben,  so  kann 
ben,  so  kann  man  jeden  einzelnen  Punkt  man  jede  einzelne  Gerade  einmal  mit 
einmal  mit  jedem  der  « —  1  andern  jeder  der  n  —  1  andern  zum  Schnitt 
verbinden,  also  gehen  durch  jeden  der  bringen,  also  liegen  auf  jeder  der 
«Eckpunkte  «  —  1  Seiten  des  voll-  «Seiten  n  —  l  Eckpunkte  des  voll- 
ständigen /«-Ecks;  für  alle  «Eckpunkte  ständigen  «-Seits;  für  alle  « Seiten  gäbe 
gäbe  das  n{n — 1)  Seiten;  hierunter  ist  das  n{n — 1)  Eckpunkte;  hierunter  ist 
aber  jede  Seite  doppelt  gezählt,  nämlich  aber  jede  Ecke  doppelt  gezählt,  nämlich 
als  Verbindungsgerade  ihres  einen  Eck-  als  Schnittpunkt  ihrer  einen  Seite  mit 
punktes  mit  dem  andern  und  wieder  des  der  andern  und  wieder  der  andern  mit 
andern  mit  dem  einen^  folglich  ist  die  der  einen,  folglich  ist  die  Anzahl  der 
Anzahl  der  Seiten  des  voUstän-  Ecken  des  vollständigen  «-Seits 
digen  «-Ecks  nur  die  Hälfte  der  Zahl  nur  die  Hälfte  der  Zahl  n{n — 1), 
«  («  —  1),  nämlich:  nämlich : 

n  («  —  1)  n  («  —  1) 

r2~~'  1-2    • 

2.  Für  die  Anzahl  der  Nebenelemente  kann  man  zweierlei  Ableitung 
machen : 


üeber  die  Dualität  oder  Recipröcität  (Polarisation):  w-Eck  und  »-Seit. 
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Erste  Ableitung. 


Von  den 


Von  den 


n  (n  —  1) 
1-2 


H  (n  —  1) 


Seiten  des  vollständigen  /'-Ecks  ist  jede 
zum  Schnitt  zu  bringen  mit  jeder  der 


Eckpunkten    des   vollständigen    /i-Seits 
ist  jeder  zu  verbinden  mit  jedem  der 


n  (li  —  1) 


n(«— 1) 


1-2 

übrio-en. 

Das 

gäbe 

als 

Anzj 

Schnittpunkte: 

1 

M  («  

1)      fn 

:(«- 

1) 

2 

1-2 

V 

1-2 

1-2 


1 


der 


Hiervon  sind  aber  diejenigen  Schnitt- 
punkte abzuziehen,  welche  in  die 
K  Eckpunkte  selbst  hinein  fallen.  Nun 
gehen  durch  jede  Ecke  n  —  1  Seiten, 
und  diese  würden,  wenn  sie  nicht  durch 
denselben  Punkt  gingen, 

(«  —  1)  (n  —  2) 
1-2 

Schnittpunkte  iefern.  So\'iele  von  obi- 
gen Schnittpunkten  fallen  demnach  in 
jeder  Ecke  in  einen  Punkt  zusammen; 
und  dieser  eine  Punkt  ist  keine  Neben- 
ecke.  sondern  eine  Hauptecke  des 
«-Ecks.  Für  alle  /'  Ecken  werden  also 
von  der  Gesamtzahl  der  Schnittpunkte 
abgezogen : 

(>j  —  1)  (n  -  2) 


(^^^'-O- 


übrigen.  Das  gäbe  als  Anzahl  der 
Yerbindungsgeraden : 

j_     n  (»  —  1) 

2  *        1-2 

HieiTon  sind  aber  diejenigen  Verbin- 
dungsgeraden abzuziehen,  welche  auf 
die  n  Seiten  selbst  darauf  fallen.  Nun 
liegen  auf  jeder  Seite  rt  —  1  Ecken, 
imd  diese  würden,  wenn  sie  nicht  auf 
derselben  Geraden  lägen, 

0<  — 1)(«  — 2) 
1-2 

Verbindungsgeraden  liefern.  Soviele  von 
obigen  Verbindungsgeraden  fallen  also 
auf  jeder  Seite  in  eine  Gerade  zu- 
sammen :  und  diese  eine  Gerade  ist  keine 
Nebenseite,  sondern  eine  Hauptseite 
des  «-Seits.  Für  alle  >>  Seiten  werden 
also  von  der  Gesamtzahl  der  Verbiu- 
dungsgeraden  abgezogen: 
{ «  —  1)  («  —  2) 


1-2 

Somit  bleibt  für  die  Anzahl  der  Neben- 
ecken: 

1^     /i  (n  —  1) 
2   '        1-2 


Somit    bleibt    für 
Nebenseiten: 


1-2 
die    Anzahl    der 


f»Ot-l)         \        n(«-l)(»-2)    _  »(n-l)   rn(«-l)        1  _     1 

V      1  2  J  1-2  —        1-2         L        4  2        ^"       ~'\ 


24 

»(n-1) 
8 


(n2  — 5;»-|-6)  = 


8 
n  (n  —  1)  (n  -  2)  (n  —  3) 


8 


Zweite  Ableitung. 


Durch  jeden  der  //Eckpunkte  gehen 
/( —  1  Seiten ;  also  wird  eine  einzelne 
Seite  in  jedem  der  beiden  auf  ihr  liegen- 
den Eckpunkte  geschnitten  von  n  —  2  an- 
dern Seiten,  und  alle  diese  Schnittpunkte 
fallen  in  die  beiden  Hauptecken.  In 
Nebe  necken  wird  also  jede  einzelne 
Seite  geschnitten  von  allen 

njn-l) 
1-8 
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Auf  jeder  der  «Seiten  liegen  (n — 1) 
Eckpunkte;  also  wird  ein  einzelner  Eck- 
punkt durch  jede  der  beiden  durch  ihn 
hindurchgehenden  Seiten  verbunden  mit 
n  —  2  andeiTi  Eckpunkten,  und  alle  diese 
Verbindungsgeraden  fallen  in  die  beiden 
Hauptseiten.  Durch  Nebenseiten  wird 
also  jeder  einzelne  Eckpunkt  verbunden 
mit  allen 

M(n— 1) 
1-2 
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Seiten  mit  Ausnahme  von  jenen  2  (w  —  2)  Ecken  mit  Ausnahme  von  jenen  2  (w —  2) 
und  auch  von  ihr  selbst.  Folglich  ist  und  auch  von  ihm  selbst.  Folglich  ist 
die  Anzahl  der  Nebenecken  auf  je-  die  Anzahl  der  Nebenseiten  durch 
der  einzelnen  Seite  gleich:  jeden  einzelnen  Eckpunkt  gleich: 

«(n  — 1)       „^        „,       ,  _  m(m  — 1)  — 4(n  — 2)  — 2  _    «2  — «  — 4»  +  8  — 2 


1-2 


2  («  —  2)  —  1  = 


_   n^  —  6n-\-ß   _   (n  —  2)  (n  —  3) 


Auf  allen 


Durch  alle 


n  (n  —  1) 

r2 


n  (n  —  1) 
1-2 


Seiten  lägen  also  im  ganzen 

n  (n  —  1)       (n  —  2)  (n  —  3) 
1-2        '  2 

Nebenecken.  Hierbei  ist  aber  wieder 
jede  Nebenecke  doppelt  gezählt,  näm- 
lich auf  ihrer  ersten  Seite  und  nochmals 
auf  der  zweiten,  also  ist  die  endgiltige 
Anzahl  der  Nebenecken  nur  die  Hälfte 
obiger  Zahl,  nämlich: 

n  (»  —  1)  (n  - 


Eckpunkte  gingen  also  im  ganzen 

n  (n  —  1)       {n  —  2)  (n  —  3) 
1-2        '  2        ' 

Neben  Seiten.  Hierbei  ist  aber  wieder  jede 
Nebenseite  doppelt  gezählt,  nämlich 
durch  ihre  erste  Ecke  und  nochmals  durch 
die  zweite,  also  ist  die  endgiltige  An- 
zahl der  Nebenseiten  nur  die  Hälfte 
obiger  Zahl,  nämlich: 

-  2)  (n  —  3) 


8 

3.  Um  die  Anzahl  der  in  einem  voll- 
ständigen w-Eck  enthaltenen  einfachen 
w-Ecke  zu  finden,  muss  man  einen  be- 
liebigen der  *«  Punkte  als  ersten  Eck- 
punkt wählen;  dann  hat  man  Auswahl 
für  den  zweiten  Eckpunkt  unter  {n  —  1) 
Punkten,  dann  für  den  dritten  noch  unter 
(w  —  2),  dann  für  den  vierten  noch  unter 
(>«  —  3),  und  so  fort  bis  zum  letzten 
Punkte,  den  man  wieder  mit  dem  ersten 
verbinden  muss.  Also  wäre  die  Anzahl 
der  möglichen  Reihenfolgen  von  Verbin- 
dungsgeraden: 

{n  —  V)  (m  — 2)  («  —  3)-. -3. 2-1  =  (n  — 1)! 

Hierin  ist  aber  jede  Verbindungsfolge 
in  beiden  Umlaufsrichtungen  mitgezählt, 
also  bleibt  als  Gesamtzahl  der  ein- 
fachen w-Ecke  nur  die  Hälfte,  nämlich: 


Um  die  Anzahl  der  in  einem  voll- 
ständigen >?-Seit  enthaltenen  einfachen 
/*-Seite  zu  finden,  muss  man  eine  be- 
liebige der  M Geraden  als  erste  Seite 
wählen;  dann  hat  man  Auswahl  für  die 
zweite  Seite  unter  {n  —  1)  Geraden,  dann 
für  die  dritte  noch  unter  {n  —  2),  dann 
für  die  vierte  noch  unter  {n  —  3),  und 
so  fort  bis  zur  letzten  Seite,  die  man 
wieder  mit  der  ersten  zum  Schnitt  brin- 
gen muss.  Also  wäre  die  Anzahl  der 
möglichen  Reilienfolgen  von  Schnitt- 
punkten : 

{71— l)  (h  — 2)  («  —  3)-. -3. 2-1  =  (n  — 1)! 

Hierin  ist  aber  jede  Schnittfolge  in  bei- 
den Umlaufsrichtungen  mitgezählt,  also 
bleibt  als  Gesamtzahl  der  einfachen 
w-Seite  nur  die  Hälfte,  nämlich: 


(n  — 1)  (»  —  2)  (n  — 3)-.. 4-3- 2-1 
1-2 


=  (n-1)  («  — 2)(«  — 3)--.5-4-3  =  -!-(«  — 1)1  =    " 


2«" 


Erkl.  178.  Man  kann  die  obenstehende  erste  Ableitung  auch  kürzer  darstellen  als  Kom- 
binationsaufgabe von  71  Elementen  zur  zweiten  Klasse,  indem  jedes  der  gegebenen  n  Elemente 
(Punkte  oder  Geraden)  einmal  mit  jedem  der  andern  zusammen  zu  nehmen  ist  (zu  verbinden  oder 
zu  schneiden).  Dadurch  wird  die  Ueberlegung  aber  eigentlich  nur  zurückgeschoben,  nicht  ver- 
ändert, denn  der  Beweis,  dass  die  Kombinationszahl  der  ;;  Elemente  zur  zweiten  Klasse  gleich: 


1 


M  (n  —  1) 
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ist.  muss   doch   auf  die  gleiche  Weise   geführt  werden.    Gerade  diese  Beziehung  zur  Kombi- 
nationsrechnung aber  ist  die  Veranlassung,  dass  man  häufiger  sehreibt  in  der  Form: 

><  (>'  - 1) 
1-2       ' 
als  in  der  Form: 

y  "  ("  -  1). 

£rkl.l79.  Ebenfalls  eine  Kombinationsaufgabe  zur  zweiten  Klasse  ist  es,  wenn  von  x  gegebenen 
Elementen  je  eines  mit  einem  von  >/  gegebenen  andern  Elementen  zusammengenommen  (^kom- 
biniert"; werden  soll:  und  die  Kombinationszahl  entsteht  jedesmal  dadurch,  dass  man  das  Pro- 
dukt x-j/  durch  2  dividiert.  Dieser  Vorgang  wiederholt  sich  mehrmals  in  den  vorstehenden 
Ableitungen;  und  zwar  ist  nicht  jedesmal  die  ausführliche  Begründung  beigesetzt.  —  Zur 
gleichen  Art  von  Berechnungen  gehört  auch  die  Aufsuchung  der  Diagonalenzahl  des  ein- 
fachen //-Ecks:  Jede  Ecke  ist  zu  verbinden  mit  »  —  3  andern,  nämlich  mit  den  übrigen  »  —  1 
mit  Ausnahme  der  beiden  Nachbarecken,  weil  deren  Verbindungsgeraden  mit  der  Ecke  nicht 
Diagonalen,  sondern  Seiten  sind.    Das  gibt  nach  demselben  Grundsatze: 

-^«(«  —  3)  Diagonalen. 

Erkl.  180.  Für  die  Anzahl  von  Schnittpunkten  ist  stets  zu  beachten,  dass  ganz  wohl  ein 
oder  verschiedene  Male  zwei  Seiten  parallel  sein  können.  Dann  fällt  deren  Schnittpunkt  ins 
Unendliche ;  und  zwar  kann  derselbe  auf  vier  verschiedenen  Strahlen  erreicht  werden,  weil  man 
auf  jeder  der  beiden  parallelen  Geraden  nach  beiden  Richtungen  hin  zum  gleichen  unendlich 
fenieu  Punkte  gelangen  kann  (vergl.  auch  Erkl.  183).  —  Mehr  als  zwei  Seiten  dürfen  aber  nie 
nach  demselben  unendlich  fernen  Punkte  gehen.  Denn  wenn  drei  oder  mehr  Seiten  unter- 
einander parallel  wären ,  so  wäre  das  dasselbe .  als  wenn  mehr  als  zwei  Seiten  durch  einen 
Punkt  gingen. 

Erkl.  181.  Die  letzte  obiger  Abzahlungen  könnte  mau  auch  als  eine  Permutations- 
rechnung auffassen,  indem  jede  verschiedene  Anordnung  der  /*  Elemente  eine  andere  Eeihen- 
folge  ergibt.  Das  gäbe  «  I  verschiedene  Anordnungen  der  Elemente.  Nun  ist  aber  das  «-Eck 
bezw.  das  /(-Seit  dasselbe,  welches  auch  von  den  //  Elementen  am  Anfang  steht,  wenn  nur  die 
Reihenfolge  die  gleiche  ist  —  und  das  kann  »i  mal  wechseln;  und  femer  ist  das  «-Eck  bezw, 
//-Seit  dasselbe,  wenn  die  Reihenfolge  die  umgekehrte  ist.  Folglich  muss  n\  durch  n  und 
dann  noch  durch  2  dividiert  werden,  so  dass  wieder  entsteht: 

|1  =  («_!)(,,_  2).... 4-3. 

Aus  der  Permutationsrechnung  entnommen  ist  für  das  Produkt  //  (>/  —  1)  (//  —  2)-  •  •4-3-2-1 
der  Ausdruck  /* !  —  gesprochen  ,.n-F akultät".  (Man  sehe  Staudacher,  Lehrbuch  der  Kom- 
binatorik.) 

Erkl.  182.    Während  das  einfache  »-Eck  und  das  einfache  »-Seit  thatsächlich  dieselbe  Figur 

bilden,  so  hat  man  sich  vor  dem  Irrtum  zu  hüten,  als  ob  auch  die  — ^  einfachen  />-Eeke  und 

2  m 

die  -— ^  einfachen  //-Seite,  welche  aus  demselben  «-Eck  bezAv.  »-Seit  hervorgehen  können,  ganz 

oder  teilweise  identisch  wären.     Denn  geht  man  aus   von  einem  ursprünglichen,  beiderseits 
identischen  n-Eck  —  «-Seit  mit  n  bestimmten  Ecken  und  //  bestimmten  Seiten,  so  nimmt  jedes 

n  ! 
andere  der  — —  einfachen  »-Ecke  mit  denselben  »Punkten  irgend  eine  oder  mehrere  der  Dia- 

»  ' 
gonalen  als  Seiten  hinzu;   dagegen  benützt  jedes  andere   der  -^    einfachen    »-Seite   mit 

2» 
denselben  »-Seiten  eben  ausschliesslich  nur  dieselben  »  Geraden  als  Seiten  mit  Wechsel  bloss 

n  ' 
in  den  Schnittpunkten.    Daher  sind  thatsächlich  von  sämtlichen  -^'-  einfachen  »-Ecken  und 

2» 
»  ! 

-g—  einfachen  »-Seiten,  welche  ans  demselben  ursprünglichen  einfachen  «-Eck  —  »-Seit  hervor- 
gehen, alle  bis  auf  das  einzige  ursprüngliche -Paar  ganz  verschiedene  Figuren. 
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Figur  36. 


Frage  51.     Was  folgt  aus  den  bisherigen  allgemeinen   Betrachtungen  für 
das  Dreieck  und  Dreiseit? 


Antwort.  Das  einfache  Dreieck 
besteht  aus  drei  nicht  in  einer  Geraden 
liegenden  Punkten  als  Ecken  nebst 
ihren  drei  Verbindungsgeraden  als  Sei- 
ten (Figur  36)  und  ist  dieselbe  Figur 
wie  das  einfache  Dreiseit;  dieselbe  Figur 
ist  aber  auch  das  vollständige  Drei- 
eck (und  das  vollständige  Dreiseit), 
denn  es  besitzt  keine  Nebenecken  und 
enthält  nur  das  einzige  einfache  Dreieck. 


Das  einfache  Dreiseit  besteht  aus 
drei  nicht  durch  einen  Punkt  gehenden 
Geraden  nebst  ihren  drei  Schnittpunkten 
als  Ecken  (Figur  36)  und  ist  dieselbe 
Figur,  wie  das  einfache  Dreieck;  aber 
dieselbe  Figur  ist  auch  das  vollstän- 
dige Dreiseit  (und  das  vollständige 
Dreieck),  denn  es  besitzt  keine  Neben- 
seiten und  enthält  nur  das  einzige  ein- 
fache Dreiseit. 


Erkl.  183. 


Für  n  =z  3  wird ; 
H  (n  —  1) 


3-2 

2 


=  3, 


—  n! 


(n  -  1) 


1-2  2'  2  2 

und  da  der  Faktor"«^ — 3  gleich  Null  wird,  so  muss  der  Ausdruck: 

n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3) 


1; 


ebenfalls  Null  werden.  —  Berücksichtigt  man  jede  mögliche  Art  der  Lage  der  Seiten  bezw.  der 
Dreieckspunkte  zur  Unendlichkeit,  so  erhält  man  (nach  Staudt)  im  ganzen  sechs  Arten  von 
Dreiecken  (Figur  37): 

1.  Drei  endliche  Strecken  ABC, 

2.  Wenn  ein  Eckpunkt  C  ins  Unendliche  rückt:  eine  endliche  Strecke  AB  und  zwei 
gleichgerichtet  parallele  Halbstrahlen  ACco  \\  BC cc. 

3.  Wenn  der  zuerst  ins  Unendliche  gewanderte  Punkt  C  aus  entgegengesetzter  Eichtung 
wieder  aus  dem  Unendlichen  zurückkehrt,  während  beide  anderen  A  und  B  im  Endlichen 
bleiben:  eine  endliche  Strecke  AB  und  zwei  durch  das  Unendliche  hindurchgehende  Strecken 
(A  OD  C,  B  <x)  C). 

4.  Wenu  zum  ersten  Punkt  noch  ein  zweiter  Eckpunkt  B  ins  Unendliche  rückt:  zwei 
Halbstrahlen  AC  ao  und  BCco  und  eine  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammenfallende 
dritte  Strecke  (BC  cc). 

Figur  37. 


^C  coC 


oq^ 


Ueber  die  Dualität  oder  Reciprocität  (Polarisation):  n-Eck  und  »-Seit. 
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5  AVeim  einer  dieser  Punkte  B  aus  der  entgegengesetzten  Richtung  wieder  aus  dem 
Unendlichen  zurückkehrt,  während  der  andere  C  unendlich  fem  bleibt:  zwei  entgegengesetzt 
paraUele  Halbstrahlen  4Cao  ü  xCß  und  eine  durch  das  Unendhche  hindurchgehende 
Strecke  AB  (einerseits  hin  ^oo,  andererseits  zurück  cc  B). 

6.  Wenn  alle  drei  Punkte  ins  Unendliche  gerückt  werden:  drei  im  Unendlichen  liegende 
Strecken. 

Frage  52.    Was  ist  für  das  Viereck  und  Yierseit  aus  den  allgemeinen 
Ergebnissen  zu  entnehmen? 

Figur  38.  Figur  39. 

Vollständiges  Viereck.  Vollständiges  Vierseit. 


•X- 


•  4  Ecken:  Ä,  B,  C,  D. 

—  6  Seiten:  o,  b,  c,  d,  e,  f. 
o  3  Nebenecken:  E,  F,  G. 

•  3  Verbindungsgeraden  dieser  Neben- 
ecken: g,  m,  n. 

-  6  Schnittpunkte  der  Seiten  mit  letz- 
teren: H,  J,  K,  L.  M,  N. 


—  4  Seiten:  a,  h,  c,  d. 

*  6  Ecken:  A,  B,  C,  D,  E,  F. 

—  3  Nebenseiten:  e,  f,  g. 

•  3  Schnittpunkte  dieser  Nebenseiten: 
G,  M,  y. 

6  Verbindungsgeraden  der  Ecken  mit 
letzteren:  h.  /,  k,  l,  m,  n. 


Das  einfache  Vierseit  besteht  aus 
vier  nicht  durch  einen  Punkt  gehenden 
Geraden  als  Seiten,  nebst  einer  Folge 
von  vier  Schnittpunkten,  in  deren  jedem 
zwei  aufeinander  folgende  Seiten  ein- 
ander schneiden,  als  Ecken. 


Antwort.  1.  Das  einfache  Vier- 
eck besteht  aus  vier  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegenden  Punkten  als  Ecken, 
nebst  einer  Folge  von  vier  Geraden, 
durch  deren  jede  z^vei  aufeinander  fol- 
gende Punkte  verbunden  werden,  als 
Seiten. 

Einfaches  Viereck  und  Vierseit  bilden  dieselbe  Figur  und  besitzen  je  zwei 
Diagonalen. 

2.  Das  vollständige  Viereck  Das  vollständige  Vierseit  (Fig.  39) 
(Figur  38)  besteht  aus  vier  nicht  in  besteht •  aus  vier  nicht  durch  einen 
einer  Geraden  liegenden  Punkten  Punkt  gehenden  Geraden  ab  cd  als 
ABCD  als  Pocken,  nebst  deren  samt-  Seiten,  nebst  deren  sämtlichen  sechs 
liehen  sechs  Verbindungsgeraden  Schnittpunkten  ABCDEF  als 
abcdef  als  Seiten.  Ecken. 

3.  Man  bezeichnet  beim  vollständigen  Man  bezeichnet  beim  vollständigen 
Viereck  unter  den  sechs  Seiten  je  Vierseit  unter  den  sechs  Ecken  je 
zwei  solche  als  Gegenseiten,  durch  zwei    solche    als    Gegenecken,    in 
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welche  je  zAvei  verschiedene  Eck-  welchen  je  zwei  verschiedene 
punkte  verbunden  werden,  also  in  Seiten  einander  schneiden,  also  in 
Figur  38:  Figur  39: 

(ab)  — (cd)  B~D, 
(hc)  —  (ad)      oder      C  —  A, 

(ac)  —  (bd)  F—E. 

Das  vollständige  Vierseit  be- 
sitzt drei  Nebenseiten,  nämlich  die- 
jenigen Yerbindungsgeraden  efg  der 
sechs  Eckpunkte,  welche  nicht  in  die 
vier  Seiten  fallen;  man  hat  also  ein 
Drei  seit  der  Nebenseiten,  sowie  sechs 
Verbindungsgeraden  der  Ecken  dieses 
Dreiseits  mit  den  Ecken  des  Vierseits. 


AB  — CD  a  —  c, 

BC—AD      oder     b  —  d, 
AC  —  BD  e  —  f. 

4.  Das  vollständige  Viereck  be- 
sitzt drei  Nebenecken,  nämlich  die- 
jenigen Schnittpunkte  EFG  der  sechs 
Seiten,  welche  nicht  in  die  vier  Eck- 
punkte fallen;  man  hat  also  ein  Drei- 
eck der  Nebenecken,  sowie  sechs  Schnitt- 
punkte von  den  Seiten  dieses  Dreiecks 
mit  den  Seiten  des  Vierecks. 


5.  Das  vollständige  Viereck  enthält  Das  vollständige  Vierseit  enthält  drei 
drei  verschiedene  einfache  Vierecke  verschiedene  einfache  Vierseite  je 
je  nach  der  Aufeinanderfolge  der  Eck-  nach  der  Aufeinanderfolge  der  Seiten 
punkte  (Figur  40).  (Figur  41). 


Figur  40. 


Figur  41. 


/' 


V 


,Dreierlei  verschiedene  einfache  Vierecke 
im  gleichen  vollständigen  Viereck". 


jDreierlei  verschiedene  einfache  Vierseit 
im  gleichen  vollständigen  Vierseit'. 


Erkl.  184.  Mau  hat  zu  unterscheiden  Gegenseiten  beim  vollständigen  Viereck,  Gegeu- 
ecken  beim  vollständigen  Vierseit*,  dagegen  beim  vollständigen  Viereck  keine  Gegen- 
ecken, veeil  zu  einer  beliebigen  Ecke  jede  andere  in  gleichwertigem  Gegensatz  steht;  und 
ebenso  beim  vollständigen  Vierseit  keine  Gegenseiten,  weil  zu  einer  beliebigen  Seite  jede 
andere  in  gleichwertigem  Gegensatz  steht.  Diese  Unterscheidung  ist  selbstverständlich  nicht 
zu  verwechseln  mit  der  Unterscheidung  von  gegenüberliegenden  Elementen  beim  einfachen 
Vieleck  nach  den  Ordnungszahlen  k  und  k^n  von  dessen  Elementen.  Beim  Dreieck  und 
Dreiseit,  wo  der  Unterschied  des  einfachen  und  vollständigen  überhaupt  verschwindet,  kann  in 
beiden  Fällen  von  Gegenecke  und  Gegenseite  gesprochen  werden.  Wo  immer  sonst  noch  von 
gegenüberliegenden  Elementen  gesprochen  wird  (Fünfeck ,  Sechseck  u.  s.  w.) ,  kann 
nur  vom  einfachen  Vieleck  die  Rede  sein. 


Ueber  die  Dualität  oder  Eeciproeität  (Polarisation):  «-Eck  und  «-Seit. 


Erkl.  185.  Die  Vergleichung  des  dritten 
Teiles  obenstehender  Antwort  mit  Figur  38  und 
o9  zeigt,  dass  man  manchmal  darauf  verzichten 
muss,  die  Dualität  auch  durch  die  Buchstaben 
der  Figur  genau  zum  Ausdruck  zu  bringen.  In 
Figur  38  und  39  ist  Buchstabe  a  jedesmal  für 
die  Gerade  zwischen  den  Punkten  A  und  B 
gewählt:  und  deswegen  wird  der  Text  nicht 
genau  dualistisch.  Würde  man  den  Text  genau 
dualistisch  verlangen,  so  würde  in  Figur  38  an 
der  Verbinduugsgeraden  AB  Buchstabe  o,  in 
Figur  39  an  derselben  Verbindungsgeraden  AB 
dagegen  Buchstabe  b  stehen  müssen,  was  wohl 
eher  zur  Verwirrung  beitragen  würde. 

Beim  ungradzahligen  einfachen  Vieleck 
bezw.  Vielseit  kann  an  derselben  Figur  die 
Buchstabierung  dualistisch  durchgeführt  werden, 
indem  man  mit  A.a;  B.b  u.  s.  w.  gegenüber- 
liegende Elemente  bezeichnet.  L'nd  auf  Grund 
dessen  kann  das  gleiche  fürs  vollständige  Vieleck 
bezw.  Vielseit  mit  ungerader  Zahl  der  Grund- 
elemente ausgebaut  werden.  —  Beim  gerad- 
zahligen Vieleck  bezw.  Vielseit  aber  sind 
gegenüberliegende  Elemente  gleichartig,  und 
folglich  ist  dualistische  Buchstabierung  an 
derselben   Figur   unmöglich.     )Ian  brauchte 


zweierlei  Figuren,   wobei   das  eine  Mal  be- 
zeichnet wird: 

AB  mit  «,  BC  mit  b,  CD  mit  c,  ■  •  • 
also: 

(a  b)  mit  B,  (b  c)  mit  C  •  •  • ; 

das  andere  Mal: 


also: 


(ab)  mit  A,  (bc)  mit  B,  (cd)  mit  C, 


AB  mit  b.  BC  mit  c 


Erkl.  186.  In  Figur  40  und  41  sind  die  ein- 
fachen Vielecke  und  Vielseite  vollständig  durch- 
geführt, damit  man  erkennt,  dass  aus  den  sechs 
Reihenfolgen  nur  je  drei  verschiedene  Figuren 
entstehen,  nämlich  jeweils  I  =  III,  II  :=  VI, 
IV  :=  V.  Viereck  I,  III  in  Figur  40  und  Vier- 
seit  I,  III  in  Figur  41  mögen  als  gleiches  ein- 
faches Viereck- Vierseit  angesehen  werden.  Da- 
bei sieht  man  aber  wieder,  dass  keines  der 
Vierecke  II,  IV  dieselben  vier  Seiten  hat 
wie  I ,  oder  dieselben  Ecken  und  Seiten  wie 
irgend  eines  der  Vierseite  in  Figur  41,  und 
keines  der  Vierseite  II,  IV  dieselben  vier 
Ecken  hat  wie  I,  oder  dieselben  Ecken  und 
Seiten  wie  irgend  eines  der  Vierecke  in  Fig.  40. 


Figur  42. 


Figur  43. 


, Vollständiges  Fünfeck. 


„Vollständiges  Fünfseit." 


Frage  53.  ^^'ie  lassen  sich  die 
Uebeiiegungen  für  die  /«-Ecke  und 
//-Seite  übersichtlich  zusammenstellen? 


Antwort.  Mau  kann  die  Ergebnisse 
für  die  //-Ecke  und  //-Seite  folgender- 
massen  übersichtlich  zusammenstellen: 
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Fiour  44. 


Figur  45. 


„Zwölf  einfache  Fünfecke  im  gleichen 
vollständigen  Fünfeck." 

Erkl.  187.     Man   erkennt    aus    der   nebeu- 

:  ehenden  Tabelle,  dass  die  Anzahl  der  Neben- 

lemente   viel    rascher   anwächst,    als    die    der 

ilauptelemente;  noch   viel  rascher  aber  steigt 

die  Anzahl  der  einfachen  Figuren,    die  in  den 


.Zwölf  einfache  Fünfseite  im  gleichen 
vollständigen  Fünfseit." 
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vollständigen  enthalten  sind.  So  wird  die  An- 
zahl der  einfachen  20-Ecke  (-Seite)  im  voll- 
ständigen 20-Eck  (-Seit)  schon  angegeben  durch 
die  ansehnliche  Zahl  von  über  60  Billiarden, 
nämlich  60822550204  416  000. 


Erkl.  188.  Da  in  der  projektivischen  Geo- 
metrie die  einfachen  und  vollständigen  Vier-, 
Fünf-  und  Sechs-Ecke  bezw,  -Seite  besonders 
wichtig  und  häufig  vorkommen,  so  ist  in  Fig.  42 
das  vollständige  Fünfeck,  in  Figur  43 
das  vollständige  Fünfseit  und  in  den 
Figuren  44  und  45  die  darin  jeweils  enthaltenen 
einfachen  Fünfecke  und  Fünfseite  darge- 
stellt. Man  hat  also  an  Figur  42  (nach  der  in 
Figur  38  und  39  gebrauchten  Bezeichnungs- 
weise): 5  Ecken,  10  Seiten,  15  Nebenecken;  an 
Figur  43 :  5  Seiten,  10  Ecken,  15  Nebenseiten ; 
(und  beide  Figuren  völlig  gleichwertig,  obwohl 
dem  Auge  Figur  43  viel  reichhaltiger  erscheint 
als  Figur  42;  denn  die  Punkte  in  Figur  42 
fallen  viel  weniger  ins  Auge  als  die  Geraden 
in  Figur  43)  in  Figur  44  die  12  einfachen 
Fünfecke  eines  vollständigen  Fünfecks  wie  in 
Figur  42,  und  in  Figur  45  die  12  einfachen 
Fünfseite  eines  vollständigen  Fünfseits  wie  in 
Figur  43. 


Erkl.  188  a.  Die  Wichtigkeit  der  Lehre 
von  den  vollständigen  Vielecken  und  Vielseiten 
erhellt  besonders  aus  folgendem  Umstände: 
Wenn  für  irgend  eine  dieser  Figuren  eine  auf 
rein  geometrischen  Beziehungen  beruhende 
Eigenschaft  nachgewiesen  ist,  so  gilt  dieser 
Nachweis  erstens  in  der  dualistischen  Ueber- 
tragung,  zweitens  aber  —  wenn  die  Eigen- 
schaft einem  einfachen  Vieleck  zukam,  auch 
für  alle  andern  einfachen  Vielecke,  welche  in 
dem  von  den  gleichen  Grundelementen  gebil- 
deten vollständigen  Vieleck  enthalten  sind;  also 
beim  Viereck  noch  2  mal ,  beim  Fünfeck  noch 
11  mal,  beim  Sechseck  sogar  noch  59  mal  (ver- 
gleiche Figur  91  und  92)  —  bezw.  mit  dua- 
listischer Uebertragung  weiter  nochmals  3,  12 
60  mal. 


Frage  54.  In  welcher  Weise  wird 
der  Grundsatz  der  Dualität  in  den  künf- 
tigen Untersuchungen  auftreten? 


Erkl.  189,  Ein  Beispiel  für  die  erste  Art 
der  nebenstehenden  Fälle  ist  die  vorige  Unter- 
suchung der  einfachen  und  vollständigen  Viel- 
ecke und  Vielseite.  Ein  Beispiel  für  die  zweite 
Art  wird  sich  ergeben  in  der  im  II.  Teil  der  pro- 
jektivischen  Geometrie  enthaltenen  Untersuchung 
der  harmonischen  Gebilde.  —  Zu  den  beiden 
nebenstehenden  Arten  d^s  Auftretens  dualisti- 
scher Behandlungsweise  wird  sich-  später  noch 
als  dritte  zugesellen  diejenige  Stelle  der  pro- 
jektivischen  Geometrie,  an  welcher  die  eigent- 
liche Beweisführung  für  die  Notwendigkeit  der 
Dualität  erscheint.  Dort  ist  der  Inhalt  einzelner 
nur  einseitig  gebildeter  Sätze  oftmals  schon  so 
gestaltet,  dass  die  dualistische  Uebertragung 
nur  als  Umstellung  derselben  Worte,  sonst  aber 
von  identischem  Inhalt  sich  ergibt. 


Antwort.  Der  Grundsatz  der  Dua- 
lität kann  in  den  künftigen  Unter- 
suchungen in  zweifacher  Weise  auf- 
treten :  Entweder  kann  man  eine  Unter- 
suchung von  vornherein  in  doppelter 
Weise  durchführen,  indem  man  die 
auf  Punkte  und  die  auf  gerade  Linien 
aufgebaute  Betrachtung  nebeneinander 
stellt.  So  gewinnt  man  auch  neben- 
einander zwei  Sätze,  welche  genau 
dualistisch  entstanden  sind.  —  Oder 
man  kann  eine  Untersuchung  nur  in 
einfacher  Weise  durchführen  —  ent- 
weder aufbauend  nur  auf  Punkte  oder 
nur  auf  Gerade  —  und  dann  nachträglich 
erst  das  erhaltene  Ergebnis  übertragen 
auf  die  dualistische  Form  des  Satzes. 


•^X(^— ^ 
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Aufgaben-Sammlung. 


I.  Aufgaben  über  die  Beziehungen  zwisclien  der  aiten  und  der  neueren  Geometrie, 


(Za  Abschnitt  1.) 


Aufgabe  1.  Man  soll  Stellen  aus  der 
alten  Geometrie  namhaft  machen,  bei  welchen 
die  Einbeziehung  von  algebraischen  Ope- 
rationen notwendigerweise  geschehen  musste. 

Erkl.  190.  Es  ist  in  der  rechnenden  Ma- 
thematik —  der  Geometrie  sowohl  als  der  Ana- 
lysis  —  ein  nicht  selten  auftretender  Fall,  dass 
für  irgend  eine  Grösse  oder  Funktion  der  Wert 
selber  gar  nicht  in  allgemeiner  Form  fest- 
gesetzt werden  kann,  sondern  dass  die  Grösse 
oder  Funktion  überhaupt  nur  definiert  wird 
durch  eine  bestimmte  Gleichung,  der  sie  ge- 
nügen muss.  Sowie  nämlich  die  Delinitions- 
gleichung  nicht  zu  den  lösbaren  gehört  (also  zu 
den  algebraischen  bis  zum  vierten  Grade  ein- 
schliesslich oder  zu  den  einfachsten  transcen- 
denten  Gleichungen  oder  Differentialgleichun- 
gen), kann  eine  nähere  Definition  als  durch 
diese  Gleichung  nicht  aufgestellt  werden. 

Erkl.  191.  Ein  besonders  deutliches  Bei- 
spiel von  Anwendung  höherer  und  höchster 
Analysis  zur  Ermöglichung  einer  elementaren 
Konstruktion  bildet  die  Konstruktion  des  regu- 
lären Siebzehnecks  (vergl.  Kleyer-Saehs,  Ebene 
Elementar-Geometrie,  VIII.  Teil), 


Auflösung.  Als  ein  Musterbeispiel  solcher 
Stellen  der  alten  Geometrie,  bei  welchen  die 
Fortführung  des  geometrischen  Lehrganges 
nur  durch  Einbeziehung  algebraischer  (^»pe- 
rationen  möglich  wird,  kann  die  Lehre  vom 
regelmässigen  Zehneck  gelten.  Die 
geometrische  Behandlung  ergibt  nicht  den 
Grössenwert  der  Zehneckseite  selber,  sondern 
liefert  für  dieselbe  nur  die  Beziehung  des 
goldenen  Schnittes.  Und  daraus  muss  ver- 
mittelst einer  quadratischen  Gleichung  erst 
der  Grössenwert  berechnet  werden. 

Aehnliche  Beispiele  liefert  überhaupt  die 
Lehre  der  regulären  Vielecke,  auch  die  An- 
wendung der  Proportionen  in  der  ganzen 
Aehnlichkeitslehre,  sowie  das  gesamte  Ge- 
biet der  Trigonometrie.  Ferner  in  der 
Stereometrie  die  Berechnung  von  Ober- 
flächen und  Eauminhalten  von  Körpern,  so- 
wie die  Lehre  von  den  regulären  Poh'edem. 
In  allen  diesen  Fällen  wird  weitgehender 
Gebrauch  gemacht  von  Proportionen,  Warzel- 
rechnnng,  Gleichungen,  Fnnktionsrechnung. 


Atifgabe  2.      Weitere  Beispiele  gleich- 
artiger Natur  aufzusuchen. 


Aufgabe  3.  Wo  kommen  sogar  beson- 
dere algebraische  Einzelheiten  in  der  alten 
Geometrie  zur  Anwendimg? 

Erkl.  192.    Beim  regulären  Achteck  ist: 

S,  =  2r  Vs  — 2v/ä'  =  2r{\/^—  l), 
beim  Fünfzehneck  ist: 

.*,,  -  -^  (V^lO-f  2V5"—  Vl5-f  Vä) 


-iV 


7—  V5—  Vao  — 61/6 


(vergl.  Klejer-Sachs ,  Ebene  Elementar-Geo- 
metrie, VIII, 2).  Zwei  ganz  auseinander  oder 
ganz  ineinander  liegende  Kreise  mit  Radien  »•,, 
r.,    und   Centrale    c    haben    ihre    (imaginären) 


Auflösung.  Umwandlung  der  Summe 
zweier  Quadratwurzeln  in  eine  Quadrat- 
wurzel und  umgekehrt  erscheint  bei  den 
Vielecksseiten  (z.  B.  Achteck);  imaginäre 
Wurzel  werte  bei  den  Potenzlinien;  Ket- 
tenbrüche  bei  der  Proportionalität  der 
Strecken,  ebenda  die  Irrationalität  neben 
der  Inkommensurabilität ;  transcendente  Irra- 
tionalität bei  der  sog.  Ludolt  "sehen  Zahl  t; 
dlophantische  Gleichungen  bei  den  Po- 
Ij'edem;  transcendente  Gleichungen  bei 
der  Funktionsrechnnng  in  Goniometrie  und 
Trigonometrie. 
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Schnittpunkte    auf    der    Potenzgeraden   im 
(imaginären)  Abstand : 

±  -nr  V{c  4-  r,  +  r,)  (c  +  r,  -  ,^{c  -  r,  +  r^)  (^  c  -f  ,;  +  r.) 


2c 

beiderseits  der  Centralen  (vergl.  Kleyer-Sachs, 
Ebene  Elementar-Geonietrie,  VIII, 5);  denn  der 
Radikand  dieser  AVurzel  wird  negativ,  wenn  ent- 
weder c  >  r,  -f-  rg  oder  c  <<  r,  —  r.^  ist.  —  Um 
ein  gemeinsames  Mass  zweier  Grössen  zu  finden, 
misst  mau  die  grössere  mit  der  kleineren,  die 
kleinere  mit  dem  Rest,  jeden  ersten  Rest  mit 
dem  folgenden  u.  s.  w.  und  erhält  als  Wert  des 
Verhältnisses  bei  den  kommensurablen  Grössen 
einen  endlichen,  bei  inkommensurablen  Grössen 
einen  unendlichen  Kettenbruch.  Mit  der  Ein- 
heit inkommensurable  Strecken  werden  durch 
irrationale  Zahlen  gemessen  (vergl.  Kleyer- 
Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie,  VI,1). 


Erkl.  193.  Da  Flächen,  Ecken  und  Kanten 
der  Polyeder  nur  in  ganzzahliger  Anzahl  vor- 
handen sein  können,  so  können  Gleichungen 
unter  solchen  Zahlen  (z.  B.  der  Eulersche  Satz) 
stets  als  diophantische  Gleichungen  behandelt 
werden.  Gleichungen  unter  den  trigonome- 
trischen Funktionen,  oder  Aufgaben,  welche 
durch  Funktionen  zu  lösen  sind,  liefern  tran- 
scendente  Gleichungen:  so  z.  B.  die  einfache 
Frage,  für  welchen  Winkel  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  zwei  Seiten  desselben  ein  vor- 
geschriebenes Verhältnis  haben. 


Aufgabe  4. 

suchen. 


Aehnliche  Beispiele  aufzu- 


Figur  46. 


Aufgabe  5.  Man  soll  Stellen  aus  der 
alten  Geometrie  namhaft  machen,  an  welchen 
die  Einbeziehung  von  Masseigenschaften 
völlig  vermieden  ist. 

Erkl.  194.  Wählt  man  in  Figur  46  be- 
liebig einen  der  vier  Punkte  P,  zieht  AP, 
BP,  CP  und  verbindet  deren  Schnittpunkte 
auf  den  Gegenseiten  miteinander,  so  entstehen 
drei  neue  Schnittpunkte  auf  den  Seiten,  die 
auf  einer  Geraden  liegen,  und  deren  Ecktrans- 
versalen wieder  die  drei  andern  Punkte  P  er- 
zeugen. —  Wählt  man  umgekehrt  in  Figur  46 
eine  der  vier  Geraden  DEF,  und  zeichnet  die 
Ecktransversalen  ihrer  Schnittpunkte  und  die 
Schnittpunkte  dieser  Geraden,  so  entstehen  drei 
neue  Transversalen  durch  die  Ecken,  die  durch 
einen  Punkt  gehen,   und  deren  Seitenschnitt- 


Auflösung.  Ein  hervorragendes  Beispiel 
aus  der  Planimetrie,  wo  Ergebnisse  ohne 
Massbeziehungen  gefunden  werden,  ist  die 
in  Figur  46  dargestellte  Konfiguration  am 
Dreieck  ABC,  wo  je  durch  einen  Punkt 
gehen  die  Geraden: 

AD^,  BE„  CF^  —  AD„  BE„  CF,  — 
AD„  DE^,  CF,  —  AD„  BE,,  CF^; 
und  je   auf  einer  Geraden   liegen   die 
Punkte: 

E,D,F„  E,D,F„  E,D,F„  E,D,F,. 
Der  Beweis,  dass  diese  acht  Gruppierun- 
gen von  Punkten  und  Geraden  stattfinden, 
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punkte  auf  den  drei  andern  Geraden  DEF 
liegen.  (Man  vergleiche  Kleyer-Sachs ,  Ebene 
Elementar-Geometrie,  VII.  Teil,  Antwort  auf 
Frage  59.  und  die  beiden  Lehrsätze  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  252  des  VI.  Teiles  der 
Ebenen  Elementar-Geometrie  für  das  Viereck 
der  Geraden  DEF  in  Figur  46.) 

Erkl.  195.  Die  Auffassung  harmonischer 
Elemente  in  rein  geometrischer  Beziehung  wurde 
ausgesprochen  durch  die  Sätze  20  und  21  im 
VI.  Teile  der  Ebenen  Elementar-Geometrie  von 
Kleyer-Sachs.  —  Die  Auffassung  ähnlicher  Fi- 
guren in  reiner  perspektivischer  Lagebeziehung 
aründet  sich  auf  die  Antworten  der  Fragen  41 
und  folgender  im  VII.  Teile  der  Ebenen  Ele- 
mentar-Geometrie von  Kleyer-Sachs.  Darnach 
entstehen  ähnliche  Figuren  ohne  Grundlegung 
von  Masseigenschaften,  wenn  man  in  einer  be- 
liebigen Ursprungsfigur  alle  Ecken  mit  einem 
Punkt  verbindet,  und  unter  Wahl  eines  belie- 
bigen Ausgangspunktes  auf  einem  der  Pro- 
iektionsstrahleu  zu  allen  aufeinander  folgenden 
Seiten  Parallelen  zieht.  Der  Satz  von  Monge 
in  seinen  verschiedenen  Einzelfällen  besagt, 
dass  für  drei  ähnliche  Figuren,  die  paarweise 
perspektivisch  liegen,  die  Aehnlichkeits- 
punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  und 
zwar  für  allgemeine  Figuren  einmal ,  für  cen- 
trisch  symmetrische  Figuren  (besonders  also 
Kreise)  aber  auch  Parallelogramme ,  wie  in 
Figur  47,  viermal  zu  je  dreien  auf  einer  Ge- 
raden. 


wenn  eine  einzige  derselben  am  Dreieck 
ABC  beliebig  gewählt  wird,  wurde  ge- 
führt im  VII.  Teile  der  Ebenen  Elementar- 
Geometrie  auf  Grund  der  Sätze  von  Mene- 
laos  und  C'eva ,  und  auch  im  VI.  Teile  der 
Ebenen  Elementar-Geometrie  von  Kleyer- 
Sachs  auf  Grund  der  harmonischen  Eigen- 
schaften des  Vierecks  und  Vierseits. 

Wenn  man  die  harmonischen  Eigenschaften 
ohne  Rücksicht  ihrer  Massbeziehungen  als 
rein  geometrische  Beziehung  auffasst,  so 
bildet  auch  die  ganze  Lehre  von  den  har- 
monischen Eigenschaften  des  Vierecks  und 
Vierseits  im  VI.  Teile  der  Ebenen  Elementar- 
Geometrie  von  Kleyer-Sachs  ein  hierher- 
gehöriges Beispiel. 

Betrachtet  man  ebenso  die  Eigenschaft 
ähnlicher  Figuren  in  perspektivischer  Lage 
vom  rein  geometrischen  Standpunkte,  so 
bildet  auch  der  Satz  von  Monge  ein  beson- 
ders auffallendes  Beispiel. 


Erkl.  196.  In  dem  Lehrbuch  der  Ebenen 
Elementar-Geometrie  von  Kleyer-Sachs  ist  bei 
solchen  Stellen,  welche  Anknüpfungen  an  die 
neuere  Geometrie  zulassen,  jeweils  darauf  auf- 
merksam gemacht,  und  auf  das  vorliegende 
Lehrbuch  verwiesen. 


Figur  47. 
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Aufgabe  6.    Man  bilde  analoge  Beispiele. 


Aufgabe  7.  Welche  Untersuchungen  der 
alten  Geometrie  liegen  zwar  nicht  ganz  im 
Rahmen  der  neueren,  aber  doch  so  auf  dem 
Grenzgebiete,  dass  die  Massbeziehungen  we- 
nigstens nur  teilweise  oder  nur  unwesentlich 
in  Betracht  kommen? 


Figur  48. 


Erkl.  197.  Der  nebenstehende  Satz  über 
die  Vierecksdiagonalen  wurde  bewiesen  in  Auf- 
gabe 249  des  VI.  Teiles  der  Ebenen  Elementar- 
Geometrie  von  Kleyer-Sachs  und  stützte  sich 
auf  die  beiden  Sätze: 

In  jedem  voUstän-  In  jedem  vollstän- 
digen Viereck  gehen  digen  Vierseit  liegen 
durch  einen  Punkt  die  auf  einer  Geraden  die 
Verbindungsgeraden  Mittelpunkte  je  zweier 
der  Mittelpunkte  je  Diagonalen, 
zweier  Gegenseiten. 

Der  erste  wurde  bewiesen  in  Aufgabe  250 
des  III.  Teiles,  der  letztere  in  Antwort  der 
Frage  59  des  VI.  Teiles  der  Ebenen  Elementar- 
Geometrie  von  Kleyer-Sachs. 

Erkl.  198.  Als  fünften  merkwürdigen  Punkt 
des  Dreiecks  (neben  Höhenpunkt,  Schwerpunkt, 
Umkreismittelpunkt,  Inkreismittelpunkt)  be- 
zeichnet man  wohl  den  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt der  Ecktransversalen  nach  den  Berüh- 
rungspunkten des  Inkreises  (Kleyer-Sachs, 
Ebene  Elementar-Geometrie,  VII.  Teil,  Antwort 
auf  Frage  68).  Die  Sätze  von  Pascal  und 
Brianchon  am  Kreis  findet  man  als  Abschnitt  6  c 
des  VIII.  Teiles  der  Ebenen  Elementar-Geometrie 
von  Kleyer-Sachs  und  dieselben  Sätze  am  all- 
gemeinen Kegelschnitt  wieder  als  besonderen  Ab- 
schnitt im  folgenden  II.  Teile  dieses  Lehrbuches. 
Die    Konstruktion    einer   Tangente    an    einen 


Auflösung.  Untersuchungen  der  ver- 
langten Art  liegen  vor  in  den  Sätzen  über 
die  Diagonalen  des  Vierecks:  „Gruppiert 
man  die  sechs  Seiten  eines  vollständigen 
Vierecks  zu  den  drei  daraus  möglichen  Vier- 
seiten, so  liegen  die  Mittelpunkte  von  je  drei 
Diagonalstrecken  auf  je  einer  Geraden ,  und 
diese  drei  Geraden  gehen  durch  einen  Punkt 
(Figur  48)." 

Ebenso  gehören  dahin  z.  B.  die  Sätze  von 
der  Simson'schen  Geraden  (Kleyer-Sachs, 
Ebene  Elementar-Geometrie,  IV.  Teil,  Auf- 
gabe 94  und  VII.  Teil,  Antwort  auf  die 
Fragen  69  und  70),  die  Sätze  von  Menelaos 
und  Ceva  samt  ihren  verwandten  Unter- 
suchungen und  Anwendungen. 

Von  grösster  Wichtigkeit  aber  erscheinen 
hier  die  vielfachen  Untersuchungen  am  Kreise, 
bei  welchen  die  Mittelpunktseigenschaften 
des  Kreises  ausser  Betracht  bleiben.  Solche 
sind  der  Sekanten-  bezw.  Sehnensatz;  der 
fünfte  merkwürdige  Punkt  des  Dreiecks,  die 
Sätze  von  Pascal  und  Brianchon,  sodann  die 
Lehre  von  Pol  und  Polare,  besonders  die 
lineare  Tangentenkonstruktion  am  Kreise. 
(Siehe  Figur  49.) 

Dazu  kommen  die  vielen  analogen  Bei- 
spiele aus  der  Stereometrie. 


Fisfur  49. 
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Kreis  aus  gegebenem  Punkte  P  mit  Benützung  Erkl.  199.  Für  alle  derartigen  Lehr- 
des  Lineals  allein  (siehe  Figur  49  und  Auf-  sätze  und  Beziehungen  will  nun  die 
gäbe  148  des  VIII.  Teiles  der  Ebenen  Elementar-  neuere  Geometrie  auch  Beweise  auf- 
Geometrie von  Kleyer-Sachs)  kehrt  ebenfalls  stellen,  welche  von  den  Masseigen- 
in  gleicher  Form  bei  der  Kegelsclinittlehre  Schäften  der  Figuren  keinen  Gebrauch 
wieder.  machen  (vergl.  Erkl.  14.) 


Aufgabe  8.    Es  sollen  weitere  Fälle  auf- 
geführt werden. 


Aufgabe  9.     Man    soll   den   Inhalt    der 
Antwort  auf  Frage  9  weiter  ausführen.  Auflösung.    Da  jeder  Gebrauch  des  ZÜ-- 

kels  eine  Anwendung  des  Ki'eises,  also  einer 

Erkl.  200.     Die  nebenstehende  Gegenüber-  Km*ve  zweiten  Grades  bedeutet,  während  der 

Stellung  wird  noch  deutlicher  durch   den  Ver-  Gebrauch  des  Lineals  nur  Anwendung  der 

gleich  mit  algebraischen  Aufgaben.   Man  würde  Geraden,  also  einer  Linie  ersten  Grades  be- 

es  gewiss,  wenn  nicht  für  fehlerhaft,  so  doch  deutet,  so  kann  man  sagen,  dass  die  neuere 

als  überflüssigen  Aufwand  von  Hilfsmitteln  be-  Geometrie    eine    Art    Zorückschiebung    der 

zeichnen,  wenn  man  eine  Autgabe  durch  qua-  Tr,^„^*^,„^,^.:^„^„  „»„jv>*    «H.n.,i;„i,  ,.^  „     ^„-i. 

dratische  Gleichung  lösen  würde,  welche  auch  Konstruktionen  ergrt.t.  namlich  vom  zweiten 
durch  lineare  Gleichung  bewältigt  werden  kann.  Grade  zum  ersten  Grade.     Lnd  was  in  der 
Und  ebenso  liegt  der  Fall  bei  Anwendung  des  ^l^ei  Geometne  als  Ausnahme   vorkommt. 
Zirkels,  wo  das  Lineal  genügt.  —  Eine  weitere  dass  nämlich  manche  Aufgaben  mit  Lineal 
Analogie  besteht  darin,  dass  meist  die  quadrati-  allein   gelöst  werden ,  das  wird  in  der  pro- 
sche  Gleichung  zwei  Lösungen  (der  Zirkel  zwei  jektivischen  Geometrie  zum  Grundsatz  er- 
Schnittpunkte) liefert,  und  von  diesen  stets  noch  hoben, 
diejenige  eine  brauchbare  ausgesucht  werden 
muss,  welche  im  vorliegenden  Falle  als  einzige 
Lösung  durch  lineare  Gleichung  (bezw.  als  ein- 
ziger Schnittpunkt  der  Geraden)  geliefert  wird. 


Aufgabe  10.  In  was  für  Einzelfällen 
liefert  a)  die  Planimetrie,  b)  die  Algebra 
Beispiele  dafür,  dass  Aufgaben  sowohl  durch 
Methoden  zweiten  als  ersten  Grades  gelöst 
werden  konnten? 


2)  Aufgaben  über  die  Elemente  und  Grundgebilde  der  projektivisclien  Geometrie. 

(Zu  Abschnitt  2.) 

Aufgabe  IL    Man  soll  die  Definitionen 
von     Gerade     und     Ebene    hinsichtlich 

ihrer  Anwendbarkeit  unterscheiden.  Auflösung.    In  einer  geometrischen  ünter- 

suchungsraethode ,    welche    von    Masseigen- 
ErkL  201.    Man  definiert  allgemein :  schatten   und    Bewegung    Gebrauch    macht, 

eine  Linie  als  durchlaufenen  Weg  eines  be-   können  Definitionen  zur  Anwendung  gelangen, 
wegten  Punktes.  welche    Masseigenschaften    und    Bewegung 

eine  Fläche   als   überstrichenen   Ranm   einer   enthalten.    Soll  aber  die  Geometrie  von  bei- 
bewegten Linie.  den  Dingen  frei  bleiben,  so  werden  anch  nur 
inen  Körper  als  durchlaufenen  Baum   einer   Definitionen  zu  verwenden  sein,  welche  beides 
bewegten  Fläche:  vermeiden.    Die  projektivlsche  Geometrie  be- 
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oder  in  anderer  Art: 
eine  Linie  als  Begrenzung-  einer  Fläche, 
eine   Fläche   als  Begrenzung  eines  Kör- 
pers. 

Erkl.  202.    Für  gerade  Linie  und  ebene 
Fläche  hat  man  wieder  die  verschiedenen  De- 
finitionen.       Nimmt    man    die    31  ass eigen - 
Schäften  des  Minimums,  so  definiert  man 
die    Gerade    als    Linie    kürzester   Länge 
zwischen  zwei  beliebigen  ihrer  Punkte, 
die  Ebene   als  Fläche   kleinsten  Inhalts 
zwischen  drei  beliebigen  ihrer  Punkte. 
(Das  fällt  zusammen  mit  dem  Axiom,    dass 
jede  krumme  Linie  länger  als  die  Gerade,  jede 
krumme  Fläche  inhaltsgrösser  als  die  Ebene). 
Nimmt  man  Lagenveränderung  zu  Hilfe, 
so  definiert  man: 

die  Gerade  als  derartige  Linie, 
die  Ebene  als  derartige  Fläche, 
dass  ein  beliebiges  Stück  derselben  —  heraus- 
genommen und  nach  beliebiger  Drehung  oder 
Umwendung  ohne  Gestaltsänderung  an  belie- 
biger anderer  Stelle  mit  2  (bezw.  3)  Punkten 
aufgelegt  —  wieder  vollkommen  zur  Deckung 
gelange. 

Demselben   Gedankenkreise  gehören  an  die 
Definitionen 

der  Geraden  als  Linie,  der  Ebene  als  Fläche, 
welche  ihre  Lage  nicht  ändern  kann, 
wenn  sie  in  zwei  bezAv.  drei  Punkten 
festgehalten  wird; 
der  Ebene  als  Fläche,  welche  eine  beliebige 
Gerade  stets  vollständig  enthält,  wenn 
sie  zwei  beliebige  Punkte  derselben  ent- 
hält. 


trachtet  den  Raum  an  sich  als  unbeweglich ; 
wenn  also  auch  mitunter  die  Ausdrucksweise 
des  Drehens  oder  Verschiebens  gebraucht 
wird,  so  muss  doch  festgehalten  werden, 
dass  damit  nui'  Vorstellungsänderungen  ge- 
meint sind,  indem  man  die  Vorstellung  von 
einem  Eaumelement  zum  andern  übergehen 
lässt  (Thomae). 

Als  definierende  Eigenschaften  benützt 
daher  die  projektivische  Geometrie 

bei  der  Geraden,  dass  sie  mit  einer 
zweiten  vollständig  identisch  sein  muss,  wenn 
sie  durch  gleiche  zwei  Punkte  geht,  — 

bei  der  Ebene,  dass  sie  mit  einer  zweiten 
vollständig  identisch  sein  muss,  wenn  sie 
durch  gleiche  drei  Punkte  geht.  Hiernach 
haben  zwei  verschiedene  Gerade  höchstens 
einen  Punkt,  zwei  verschiedene  Ebenen 
höchstens  eine  Gerade  gemeinsam. 

Und  alle  Einzelfälle,  wo  wirkliche  Be- 
wegungen ausgeführt  werden,  gehören  in  das 
Bereich  der  metrischen  Behandlungsweise. 


Aufgabe  12.  Man  soll  aus  den  Angaben 
in  Erkl.  201  Definitionen  für  Geraden  und 
Ebenen  ableiten. 


Aufgabe  13.  Man  soll  auf  verschiedene 
Weise  die  sämtlichen  Elemente  eines 
ebenen  Systems  dnrchlaufen. 


Erkl.  203.  Die  beiden  ersten  Erzeugungs- 
arten der  sämtlichen  Punkte  einer  Ebene  laufen 
im  Grunde  auf  den  gleichen  Gedankengang 
hinaus.  Denkt  man  sich  nämlich  den  Scheitel 
des  in  Antwort  auf  Frage  18,  2  zuerst  ge- 
wählten Strahlenbüschels  ins  Unendliche  ver- 
legt, so  entsteht  ein  Parallelstrahlenbüschel; 
und  die  Drehung  eines  Strahls  um  den  unend- 
lich fernen  Scheitel  dieses  Strahlenbüschels  ist 
derselbe  Vorgang,  wie  die  Verschiebung  des- 
selben Strahls  parallel  zu  sich  selbst. 

Erkl.  204.  Ebenso  stimmt  die  zweite  Auf- 
lösung für  die  Strahlen  überein  mit  der  ersten. 
Denn  wird  für  die  in  Antwort  auf  Frage  18,  3 


Auflösung.  Die  Elemente  eines  ebenen 
Systems  sind  seine  Punkte  und  seine 
Strahlen. 

I.  Um  die  sämtlichen  Punkte  eines 
ebenen  Systems  zu  durchlaufen,  kann  man 

1 .  verfahren,  wie  in  Antwort  auf  Frage  1 8, 2. 
Oder  man  kann 

2.  die  CO  1  Punkte  einer  beliebigen  Geraden 
der  Ebene  nehmen  und  sodann  diese  Gerade 
parallel  mit  sich  selbst  über  die  ganze  Ebene 
verschieben.  Die  Gerade  nimmt  dabei  ooi 
verschiedene  Lagen  an,  liefert  also  jedesmal 
00 1  Punkte,  also  im  ganzen  cc-  verschiedene 
Punkte  des  ebenen  Systems.    Oder  man  wählt 

3.  zwei  beliebige  Strahlenbüschel  und 
schneidet  jeden  Strahl  des  einen  der  Reihe 
nach  mit  jedem  Strahl  des  andern. 


Aufgaben  über  die  Elemente  und  Gnmdgebikle  der  projektivischen  Geometrie.  97 


zuerst  gewählte  Punktreihe  die  unendlich  ferne 
Gerade  gewählt,  so  bildet  der  durch  jeden  ihrer 
Punkte  gehende  Strahlenbüschel  jedesmal  einen 
Parallelstrahleubüschel ,  liefert  also  sämtliche 
Lagen  der  in  nebenstehender  zweiten  Auflösung 
parallel  verschobenen  Geraden. 

Erkl.  205.  In  jedem  Einzelfall  der  neben- 
stehenden Auflösung  ist  leicht  der  noch  erforder- 
liche Nachweis  zu  erbringen,  dass  auf  die  ge- 
nannte Art  thatsächlich  jedes  Element  einmal 
(und  nur  einmal)  an  die  Eeihe  kommt  (vergl. 
unten  Erkl.  216). '—  Da  durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  ein  einziger  Strahlenbüschel  und  durch 
jede  Gerade  eine  einzige  Punktreihe  bestimmt 
wird ,  so  enthält  das  ebene  System  auch  x2 
Punktreihen  und  x-  Strahlenbüsehel. 


IL  Um  die  sämtlichen  Geraden  eines 
ebenen  Systems  zu  durchlaufen,  kann  man 

1 .  verfahren,  wie  in  Antwort  auf  Frage  18,3. 
Oder  man  kann 

2.  die  X 1  Strahlen  eines  beliebigen  Strali- 
lenbüschels  nehmen  und  sodann  jeden  dieser 
Strahlen  parallel  mit  sich  selbst  über  die 
ganze  Ebene  verschieben.  Dabei  nimmt  jeder 
der  xi  Strahlen  des  Büschels  noch  x^  ver- 
schiedene Lagen  an,  also  erhält  man  wieder 
CD-  verschiedene  Strahlen  des  ebenen  Systems. 
Oder  man  wählt 

3.  zwei  beliebige  Pnnktreihen  und  ver- 
bindet der  Reihe  nach  jeden  Punkt  der  einen 
mit  jedem  Punkt  der  andern. 


Aufgabe  14.    Dieselbe  Aufgabe  für  den 
Strahlenbündel  zu  lösen. 


Erkl.  206.  Da  der  Strahlenbündel  im  Gegen- 
satz zum  ebenen  System  keine  vöUig  im  Unend- 
lichen liegenden  Elemente  besitzt,  so  ist  die 
Gleichartigkeit  der  ersten  und  zweiten  Lösung 
in  nebenstehender  Auflösung  hier  viel  leichter 
erkennbar,  als  in  voriger  Aufgabe  13.  Der 
Unterschied  der  ersten  und  zweiten  Lösungsart 
besteht  hier  wie  dort  nur  in  der  Reihenfolge, 
in  welcher  die  Gruppierung  der  Elemente  vor- 
genommen wird.  Dass  aber  in  der  vorigen  Auf- 
gabe die  Verlegung  ins  Unendliche  hinzu- 
genommen werden  konnte,  machte  den  Unter- 
schied beider  Lösungen  zu  einem  stärkeren,  als 
im  nebenstehenden. 


Erkl.  207.  Die  vierte  Lösungsart  in  ueben- 
-rehender  Auflösung  stützt  sich  auf  die  vorher- 
gehende Aufgabe  13,  und  umgekehrt  könnte 
nach  gleicher  Art  eine  vierte  Auflösung  zu 
Aufgabe  13  gegeben  werden  auf  Grund  der 
Aufgabe  14  durch  Beziehung  der  Ebene  auf 
einen  Bündel,  —  wenn  man  diesen  zuerst  ab- 
handeln wollte. 

Die  Elemente  des  ebenen  Systems,  auf  welches 
-r  Bündel  in  dieser  vierten  Lösungswei.se  be- 
zogen wird,  müssten  natürlich  wieder  in  einer 
bestimmten  Reihenfolge  durchlaufen  werden: 
Und  die  beiden  ersten  Lösungen  der  Aufgabe  14 
entsprechen  in  dieser  Hinsicht  wieder  genau  den 
beiden  ersten  Lösungen  der  Aufgabe  13.  Zer- 
legt man  die  vierte  Lösung  in  ihre  einzelnen 
Stadien  nach  Aufgabe  13,  so  erhält  man  die 
beiden  ersten  Lösungsweisen  der  Aufgabe  14. 

Sachs,  Projf-ktivi^r!—  .h.m...,.,  i:..,.,,,.. 


Auflösung.  Die  Elemente  eines  Strahlen- 
bündels sind  seine  Strahlen  und  seine  Ebenen. 

I.  L'm  die  sämtlichen  Strahlen  eines 
Strahlenbündels  zu  durchlaufen,   kann  man 

1.  verfahren,  wie  in  Antwort  auf  Frage  19,2. 
Oder  man  kann 

2.  von  einem  beliebigen  Strahlenbüschel 
im  Bündel  ausgehen  und  dessen  Ebene  durch 
Drehung  um  einen  der  Strahlen  alle  mög- 
lichen Lagen  aimehmen  lassen.  Dabei  erhält 
man  die  «•  Strahlen  des  ersten  Büschels  je 
in  Qc^  verschiedenen  Lagen,  also  wieder 
x2  Strahlen  im  Bündel.     Oder  man  wählt 

3.  zwei  beliebige  Ebenenbüschel  des  Bün- 
dels und  schneidet  jede  Ebene  des  einen  der 
Reihe  nach  mit  jeder  Ebene  des  andern. 
Endlich  kann  man 

4.  die  Strahlen  des  Bündels  bestimmen, 
indem  man  den  Scheitel  desselben  der  Reihe 
nach  mit  sämtlichen  Punkten  einer  beliebigen 
(den Bündelscheitel  nicht  enthaltenden)  Ebene 
verbindet.  Soviel  Punkte  diese  Ebene  enthält, 
soviel  Strahlen  enthält  der  Bündel,  nämlich  x-. 

IL  Um  die  sämtlichen  Ebenen  eines 
Bändels  zu  durchlaufen,  kann  man 

1.  verfahren,  wie  in  Antwort  auf  Frage  19, 3. 
Oder  man  kann 

2.  von  einem  beliebigen  Ebenenbüschel  im 
Bündel  ausgehen  und  dessen  Achse  durch 
Drehung  um  den  Scheitel  in  einer  der  Ebenen 
alle  möglichen  Lagen  annehmen  lassen.  Da- 
bei erhält  man  die  «'  Ebenen  des  ersten 
Büschels  je  in  «•  verschiedenen  Lagen,  also 
wieder  x-  Ebenen  im  Bündel.   •  )der  man  wählt 

3.  zwei  beliebige  Strahlenbüschel  des  Bün- 
dels und  legt  durch  jeden  Strahl  des  einen 

I.  Tpü.  7 
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Erkl.  208.  Auch  hier  gilt  die  erste  Bemer- 
kung der  Erkl  205.  —  Da  durch  jede  Ebene 
des  Bündels  ein  einziger  Strahlenbüschel  (mit 
Scheitel  im  Bündelscheitel)  und  durch  jeden 
Strahl  des  Bündels  ein  einziger  Ebenenbüschel 
bestimmt  ist,  so  enthält  auch  der  Bündel  qd2 
Strahlenbüschel  und  od2  Ebenenbüschel. 


der  Reihe  nach  Ebenen  durch  jeden  Strahl 
des  andern.    Endlich  kann  man 

4,  die  Ebenen  des  Bündels  bestimmen, 
indem  man  durch  seinen  Scheitel  der  Eeihe 
nach  Ebenen  legt  durch  sämtliche  Geraden 
einer  beliebigen  (den  Bündelscheitel  nicht 
enthaltenden)  Ebene.  Soviel  Gerade  diese 
Ebene  enthält,  soviel  Ebenen  enthält  der 
Bündel,  nämlich  oo^. 


Aufgabe  15.  Wie  gestalten  sich  die 
Lösungen  der  Aufgabe  13  mit  (und  ohne) 
Benützung  der  unendlich  fernen  Elemente? 


Aufgabe  16.     Man  beachte    die   Unter- 
schiede der  x^ngaben  in  Erkl.  205  und  Erkl.  208. 


Aufgabe  17.  Man  behandle  einen  Parallel- 
strahlenbüschel  oder  Parallelebenenbüschel  in 
Bezug  auf  die  Trennung  seiner  Elemente. 

Figur  50. 


,  Parallelstrahlenbüschel. " 
Figur  51. 


Auflösung.  I.  Will  man  vom  Strahl  a 
des  Parallelstrahlenbüschels  (Figur  50)  zum 
Strahl  h  gelangen,  so  kann  man  entweder 
nach  der  einen  Seite  verschieben  über  den 
Strahl  c  hin  zu  h.  Oder  man  kann  nach 
der  andern  Seite  hin  den  Strahl  a  zunächst 
ins  Unendliche  verschieben;  dadurch  kommt 
man  zur  gleichen  unendlich  fernen  Geraden, 
als  durch  Verschiebung  nach  der  andern  Seite 
über  c,  i,  d  ins  Unendliche;  man  kann  also 
dann  von  dieser  andern  Seite  herein  wieder 
über  d  nach  h  gelangen.  Sollen  also  zwei 
Strahlen  a  und  h  vollständig  von  einander 
getrennt  werden,  so  muss  auch  beim  Parallel- 
strahlenbüschel zwischen  den  beiden  und 
ausserhalb  der  beiden  ein  Strahl  zur  Be- 
grenzung der  Bewegungsfreiheit  angegeben 
werden. 

Der  Gegensatz  von  zwei  Halbstrahlen  fällt 
beim  Parallelstrahlenbüschel  weg,  denn  man 
gelangt  zum  gleichen  Scheitelpunkt,  ob  man 
auf  jedem  der  Strahlen  in  der  einen  oder 
andern  Richtung  ins  Unendliche  fortschreitet. 

II.  Ebenso  sind  beim  Parallelebenenbüschel 
(Figur  51)  die  Ebenen  «  und |3 getrennt:  innen 
durch  y,  aussen  durch  ö,  denn  man  könnte 
ohne  die  Begrenzung  durch  ö  von  a  nach  ^ 
gelangen,  indem  man  die  Ebene  a  ins  Unend- 
liche verschieben  und  so  von  der  andern 
Seite  herein  nach  ^  kommen  lassen  würde. 


„Parallelebenenbüschel." 

Erkl.  209.  Die  Durchlauf ung  der  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels,  dessen  Scheitel  im  End- 
lichen liegt,  geschieht  durch  Drehung  um  dessen 
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Scheitel;  liegt  der  Scheitel  im  Unendlichen,  so 
stellt  sich  diese  Drehung  um  den  Scheitel  als 
Parallelversehiebung  der  Geraden  dar  aus  einer 
Lage  in  die  andere ;  denn  da  sie  bei  der  Drehung 
immer  durch  denselben  unendlich  fernen  Punkt 
geht,  so  muss  sie  stets  parallele  Richtung 
behalten. 

Erkl.  210.  Ebenso  werden  die  Ebenen  eines 
Ebenenbüsehels  gewöhnlicher  Art  durchlaufen 
durch  Drehung  der  Ebene  um  die  Achse.  Liegt 
aber,  wie  beim  Parallelebenenbüschel.  die  Achse 
im  rnendlichen,  so  stellt  sich  die  Drehung  um 
diese  unendlich  ferne  Gerade  als  Parallelver- 
schiebung der  Ebene  dar  aus  einer  Lage  in  die 
andere;  und  da  hierbei  die  Ebene  stets  durch 
dieselbe  unendlich  ferne  Gerade  geht,  so  muss 
sie  stets  die  parallele  Stellung  behalten. 


Erkl.  210  a.  Es  bildet  für  den  Anfänger 
eine  äusserst  nützliche  und  empfehlenswerte 
L'ebung  der  räumliehen  Vorstellungskraft,  solche 
Aufgaben,  wie  13  u.  ff.  bis  30  recht  gründlich 
durchzuarbeiten  und  sich  an  greifbaren  Beispielen 
(Lineal  oder  Bleistift  für  Gerade;  Buch,  Tisch 
oder  Zimmerwand  für  Ebene)  vorzustellen. 

Umgekehrt  wird  es  für  denjenigen,  dem  eine 
leichte  Auffassungskraft  für  räumliche  Be- 
ziehungen zu  Gebote  steht,  möglich  sein,  sich 
bei  diesen  Angaben  gar  nicht  lange  aufzu- 
halten, und  deren  Lösung  selbst  anzugeben 
ohne  vorherige  Einsichtnahme  vom  gedruckten 
Texte. 


Aufgabe  18.    Man  soll  die  Aufgabe  14 
für  einen  Parallelstrahlenbündel  lösen. 


Erkl.  211.  Der  Scheitel  eines  Parallelstrahlen- 
bündels  ist  ein  unendlich  femer  Punkt  und  kann 
daher  nur  durch  eine  Gerade  mit  Pfeil  angegeben 
werden.  Alle  dem  Parallelstrahlenbündel  angehö- 
renden Strahlen  müssen  miteinander  parallel 
sein,  weil  sie  alle  durch  diesen  gemeinsamen  un- 
endlich fernen  Punkt  gehen,  daher  sind  sämtliche 
Strahlenbüschel,  welche  dem  Parallelstrahlen- 
bündel angehören,  auch  Parallelstrahlenbüschel. 
Dagegen  müssen  die  dem  Parallelstrahlenbündel 
angehörenden  Ebenen  durchaus  nicht  alle  par- 
allel sein:  denn  Ebenen  sind  nur  parallel,  wenn 
sie  durch  dieselbe  unendlich  ferne  Gerade 
gehen,  nicht  schon  wie  hier,  wenn  sie  durch 
denselben  unendlich  fernen  Punkt  gehen.  Da- 
her gehören  dem  Parallelstrahlenbündel  nicht 
bloss  Parallelebenenbüschel  an,  sondern  auch 
Ebenenbüschel  gewöhnlicher  Art,  wenn  nur  deren 
Achse  durch  jenen  unendlich  fernen  Punkt  als 
Bündelscheitel  hindurchgeht.  Es  sind  sogar  von 
den  «2  dem  Parallelstrahlenbündel  angehörigen 
Ebenenbüscheln  nur  oo'  Parallelebenenbüschel: 
alle  andern  (und  das  sind  noch  oo-)  Ebenen- 
büschel des  Parallelstrahlenbündels  sind  solche 
gewöhnlicher  Art,  Demnach  ist  es  auch  ratsam, 
das  ganze  Gebilde  nur  als  Parallelstrahlenbün- 
del zu  bezeichnen,  da  Hie  Bezeichnung  als  Par- 
allelebenenbtindel  zu  Verwechslungen  Anlass 
geben  könnte. 

Erkl.  212.  Dass  oc2  —  xi  =  od2.  wäre 
eigentlich  mit  Hilfe  der  Infinitesimalrechnung 
zu  behandeln;  man  kann  sich  aber  die  Rech- 
nung deutlich  machen  durch  die  Ersetzung: 

a2  —  «t  =  „  (a  —  1)  =:  a2  A  -  i- \ 

Setzt  man  jetzt  wieder  c  =  oo,  so  wird: 

«  —  1   =  00 


l  =  X  und  —  =  —  =  0. 

O  00 


Auflösung.  Liegt  der  Scheitel  des  Bündels 
unendlich  fem,  so  kann  man  die  Lösungen 
der  Aufgabe  14  in  folgende  Gestalt  bringen: 

L  Um  alle  Strahlen  zu  durchlaufen, 
wählt  man 

1.  einen  beliebigen  Ebenenbüschel  mit 
Achse  durch  den  Bündelscheitel  und  fasst 
in  jeder  seiner  Ebenen  die  Parallelstrahlen 
zur  Achse  zusammen.     Oder  man  wälilt 

2.  eine  beliebige  Ebene  des  Bändels  mit 
all  ihren  Parallelstrahlen  nach  dem  Bündel- 
scheitel und  lässt  diese  Ebene  durch  Drehung 
um  einen  dieser  Strahlen  (oder  auch  durch 
Parallelverschiebung)  alle  möglichen  Lagen 
annehmen.    Oder  man  wählt 

3.  zwei  beliebige  dem  Bündel  angehörige 
Parallelebenenbüschel  und  schneidet  jede 
Ebene  des  einen  der  Eeihe  nach  durch  jede 
Ebene  des  andern.     Oder  man  bezieht 

4.  den  Parallelstrahlenbündel  auf  eine  be- 
liebige dem  Bündel  nicht  angehörende  Ebene 
und  verbindet  den  Bündelscheitel  der  Reihe 
nach  durch  Strahlen  mit  allen  Paukten  dieser 
Ebene. 

11.  Um  alle  Ebenen  zu  durchlaufen, 
wähle  man 

1.  einen  beliebigen  Strahlenbüschel  des 
Bündels  und  lege  durch  jeden  Strahl  des- 
selben als  Achse  einen  Ebenenbüschel.  Oder 
man  wählt 

2.  einen  beliebigen  Ebenenbüschel  des 
Bündels  imd  lässt  dessen  Achse  in  einer  der 
Ebenen  parallel  zu  sich  selbst  verschieben. 
Oder  man  wählt 

3.  zwei  beliebige  Parallelstrahlenbüschel 
des  Bündels  und  legt  durch  jeden  Strahl  des 
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also  hier: 

a{a  — 

-1)  = 

=    0 

und 

a-ifl- 

-^y- 

=   002 

(l 

0)   =   CX32. 


Ei'kl.  213.  Die  Lösung  I.  2  nimmt  wieder 
verschiedene  Gestalt  an,  je  nachdem  man  die 
Drehung  der  Ebene  um  eine  Gerade  vornimmt, 
welche  durch  das  Endliche  hindurchgeht  (einen 
der  Parallelstrahlen),  oder  um  diejenige  Gerade 
oder  Ebene,  welche  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  selber  durch  den  Bündelscheitel  geht. 
Drehung  einer  Ebene  um  eine  im  Unendlichen 
liegende  Gerade  ist  aber  gleichbedeutend  mit 
Parallelverschiebung  dieser  Ebene. 

Erkl.  214.  Ebenso  nimmt  auch  die  Lö- 
sung II.  2  verschiedene  Gestalt  an,  wenn  man 
als  Ebenenbüschel  einen  der  ersten  oder  zweiten 
Art  in  Erkl.  211  wählt.  Nimmt  man  einen  der 
Büschel  gewöhnlicher  Art,  so  tritt  in  zweiter 
Reihe  Parallelverschiebung  seiner  Achse  auf 
als  Drehung  derselben  um  den  unendlich  fernen 
Punkt  in  der  beliebig  ausgewählten  Ebene  des 
Büschels.  Wählt  man  aber  gleich  einen  Parallel- 
ebenenbüschel,  so  liegt  die  Achse  im  Unend- 
lichen, ihre  Drehung  um  den  unendlich  fernen 
Bündelscheitel  vollzieht  sich  in  der  unendlich 
fernen  Ebene,  die  selbst  eine  Ebene  des  Parallel- 
ebenenbüschels  ist,  und  dabei  durchläuft  der 
Parallel ebenenbüschel  alle  Lagen  der  in  Erkl.  211 
genannten  OD*  Parallelebenenbüschel,  welche  dem 
Bündel  angehören. 


einen  die  Ebenen  der  Reihe  nach  durch  jeden 
Strahl  des  andern.     Oder  man  bezieht 

4.  den  Parallelstrahlenbündel  auf  eine  be- 
liebige dem  Bündel  nicht  angehörige  Ebene 
und  legt  durch  den  Bündelscheitel  der  Reihe 
nach  Ebenen  durch  alle  Geraden  dieser  Ebene. 


Erkl.  214  a.  Während  man  von  sämtlichen 
Ebenen  eines  Parallelebenenbüschels  sagt,  sie 
haben  gleiche  Stellung,  gilt  von  sämtlichen 
Ebenen  eines  Parallelstrahleubündels ,  dass  sie 
gleiche  Richtung  haben  (vergl.  Erkl.  55  und 
57).  Es  gibt  demnach  je  ooi  Ebenen  gleicher 
Stellung,  je  oo2  Ebenen  gleicher  Richtung. 
Sämtliche  Ebenen  eines  gewöhnliehen 
Ebenenbüschels  haben  gleiche  Richtung,  näm- 
lich nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  ihrer 
Büschelachse;  die  Ebenen  eines  Parallel- 
ebenenbüschels aber  haben  auch  noch  gleiche 
Stellung,  nämlich  durch  die  unendlich  ferne 
Achse  dieses  Büschels. 


Aufgabe  19.  Es  sollen  die  sämtlichen 
Punkte  eines  räumlichen  Systems 
durchlaufen  werden. 


Erkl.  215.  Der  Unterschied  zwischen  Raum 
und  räumlichem  System  lässt  sich  am  besten 
darstellen  durch  Vergleich  mit  dem  Unterschied 
zwischen  gerader  oder  krummer  Linie  und 
Punktreihe,  oder  Ebene  und  ebenem  System. 
Wie  die  Linie  der  Träger  einer  oder  mehrerer 
Punktreihen  ist,  so  ist  der  Raum  der  Träger 
eines  oder  mehrerer  räumlichen  Systeme.  Und 
wie  der  Begriff  Punktreihe  die  Gesamtheit  der 
auf  der  Linie  enthaltenen  Punkte  umfasst,  so 
umfasst  der  Begriif  räumliches  System  die  Ge- 
samtheit der  in  dem  Räume  als  Träger  enthal- 
tenen Elemente.  Während  aber  die  Linie  bloss 
als  Träger  von  Punkten  auftritt,  so  tritt  die 
Ebene  als  Träger  von  Punkten  und  Geraden, 
der  Raum  als  Träger  von  dreierlei  verschiede- 
nen Elementen  auf:  Punkten,  Ebenen,  Strahlen. 


Auflösung.  Um  die  sämtlichen  Punkte 
im  räumlichen  Sj'^stem  zu  durchlaufen,  kann 
man 

1.  verfahren,  wie  in  Antwort  auf  Frage  20, 2. 
Oder  man  wählt 

2.  eine  beliebige  Ebene  und  lässt  dieselbe 
sich  um  eine  in  ihr  enthaltene  Gerade  als 
Achse  drehen:  dabei  nimmt  die  Ebene  »^ 
verschiedene  Lagen  an  und  enthält  in  jeder 
Lage  a>2  Punkte,  liefert  also  c»^  Punkte  des 
räumlichen  Systems.     Oder  man  lässt 

3.  dieselbe  beliebig  gewählte  Ebene  sich 
(etwa  längs  einer  nicht  in  ihr  enthaltenen 
Geraden)  parallel  verschieben.  Wieder  nimmt 
sie  dabei  ooi  verschiedene  Lagen  an,  und 
enthält  jedesmal  <»-  verschiedene  Punkte. 
Oder  man  lässt 

4.  die  sämtlichen  Strahlen  eines  beliebigen 
Strahlenbündels  der  Reihe  nach  zum  Schnitt 
kommen  mit  sämtlichen  Ebenen  eines  Ebenen- 
büschels. Jeder  der  »2  Strahlen  liefert  Schnitt- 
punkte mit  00 1  Ebenen,  zusammen  t»^  Punkte. 
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Aufgabe  20.  Dieselbe  Aufgabe  unter 
Berücksichtigung  unendlich  ferner  Gebilde- 
Träser  zu  lösen. 


Aufgabe  21.  Man  soll  sämtliche  Ebenen 
eines  räumlichen  Systems  dorchlaufen. 

Erkl.  216.  Das  Hauptaugenmerk  bei  einer 
derartigen  Durehlaufang  aller  Elemente  eines 
gegebenen  Gebildes  ist  darauf  zu  richten,  dass 

1.  kein  Element  von  der  Durchlanfung  aus- 
geschlossen bleibt,  und 

2.  auch  keine  Elemente  mehrfach  gezählt 
werden  (vergl.  Erkl.  205). 

Zur  Prüfung  der  Richtigkeit  wählt  man  also 
am  besten  irgend  ein  beliebiges  Element  aus 
und  überzeugt  sich,  dass  dasselbe 

1.  durch  die  angegebene  Erzeugungsweise 
mitentstehea  muss,  und  dass  es 

2.  nur  auf  eine  einzige  Erzeugungsart  nach 
dieser  Vorschrift  entstehen  kann. 


Auflösung.  Um  sämtliche  Ebenen  eines 
räumlichen  Systems  zu  durchlaufen,  kann  man 

1.  verfahren,  wie  in  Antwort  anf  Frage  20, 3. 
Oder  man  kann 

2.  sämtliche  Ebenen  einesbeliebigenEbenen- 
bündels  zusammenfassen  und  jede  derselben 
in  alle  parallelen  Lagen  verschieben.  Oder 
man  lässt 

3.  den  Scheitel  dieses  Ebenenbündels  sämt- 
liche Punkte  einer  Geraden  durchlaufen.  End- 
lich kann  man 

4.  durch  sämtliche  Geraden  eines  beliebigen 
ebenen  Systems  der  Reihe  nach  Ebenen  legen 
durch  die  Punkte  einer  beliebigen  Punktreihe. 
Durch  jeden  der  xi  Punkte  der  letzteren 
gehen  dann  <»-  Ebenen,  also  zusammen  wieder 
od3  Ebenen. 


Aufgabe  22.  Dieselbe  Aufgabe  nnter  Be- 
nützung unendlich  ferner  Träger  der  Gebilde 
zu  lösen. 


Aufgabe  23.    Sämtliche  Strahlen  eines 
räumlichen  Systems  zu  durchlaufen. 


Erkl.  217.  Bei  den  vorigen  Aufgaben  19  bis  22 
werden  jeweils  die  Elemente  eines  eindimensio- 
nalen Gebildes  mit  denen  eines  zweidimensio- 
nalen Gebildes  zusammengefasst,  und  so  drei- 
fach unendlich  viele  Elemente  gewonnen.  Bei 
der  vorliegenden  Autlösung  dagegen  werden 
zwei  Gebilde  zusammengenommen,  welche  beide 
zweifach  unendlich  viele  Elemente  enthalten,  und 
dadurch  vierfach  unendlich  viele  Strahlen  ge- 
funden. Würde  man  die  Wahl  eines  der  zwei- 
fach dimensionalen  Gebilde  (oder  beider)  auf- 
lösen in  die  Aufeinanderfolge  zweier  eindimen- 
sionalen, so  würden  wieder  andere  Erzeugungs- 
weisen entstehen. 


Auflösung.  Um  alle  Strahlen  eines 
räumlichen  Systems  zu  durchlaufen,  kann 
man,  wie  in  Antwort  auf  Frage  20,  4  ge- 
schehen, 

1.  durch  jeden  Punkt  eines  ebenen  Sy- 
stems einen  Strahlenbündel  legen,  oder 

2.  in  jeder  Ebene  eines  Ebenenbündels 
alle  Strahlen  zusammenfassen.   Oder  man  kann 

3.  zwei  beliebige  (z.  B.  zwei  parallele) 
Ebenen  wählen  und  jeden  Punkt  der  einen 
mit  jedem  der  andern  verbinden,  oder 

4.  zwei  beliebige  Ebenenbündel  wählen 
und  jede  Ebene  des  einen  mit  jeder  des 
andern  zum  Sclmitt  bringen. 


Aufgabe  24.  Dieselbe  Aufgabe  unter 
Benützung  unendlich  ferner  Träger  umzu- 
gestalten. 


Aufgabe  25.  Man  soll  eine  oder  mehrere 
der  Lösungen  der  Aufgaben  19  bis  24  auf 
Grund  der  Angaben  in  Erkl.  216  auf  ihre 
Richtigkeit  prüfe. 


102 


Projekt! vische  (neuere)  Geometrie.    I.  Teil. 


Aufgabe  26.  Warum  können  nach  Art 
der  Aufgabe  23  nicht  vierfach  unendlich  viele 
Ebenen  entstehen? 


Erkl.  218.  Nebenstehende  Auflösung  bildet 
eine  praktische  Anwendung  der  in  Erkl.  216 
angegebenen  Grundsätze.  Man  kann  auf  solche 
Art  die  verschiedenen  Erzeugungsweisen  für  die 
Elemente  eines  Gebildes  aufstellen.  Zu  den 
vorhergehenden  Aufgaben  wurden  nur  Lösungen 
gegeben,  iü  denen  keinerlei  Reduktion  nötig 
wurde.  Unter  Zulassung  derartiger  Ueber- 
schreitungen  müssen  aber  immer  nachträgliche 
Kürzungen  eintreten. 


Erkl,  219,  In  vorliegender  Aufgabe  werden 
Kürzungen  dadurch  erzeugt,  dass  jedes  der  ge- 
zählten Elemente  auf  oo'  Arten  entstehen  konnte. 
Das  kann  aber  auch  noch  weiter  gehen.  Zählt 
man  z.  B.  die  Strahlen  des  Raumes  derart  ab, 
dass  man  jeden  der  oo3  Punkte  mit  jedem 
andern  verbindet,  so  zählt  man  ooß  Geraden. 
Dabei  ist  aber  jede  einzelne  auf  oo2  Arten  ge- 
zählt, nämlich  von  jedem  ihrer  ooi  Punkte 
nach  jedem  derselben.  Folglich  fallen  je  oo''^ 
in  eine  einzige  zusammen,  bleiben  oo*. 


Auflösung.     Würde  man 

1.  durch  jeden  der  oo-  Punkte  einer  Ebene 
einen  Ebenenbündel  mit  je  qd2  Ebenen  legen, 
so  entstehen  doch  nicht  oo*,  sondern  nur  »^ 
verschiedene  Ebenen.  Denn  jede  der  schein- 
bar 00*  Ebenen  der  vorigen  Erzeugung  ent- 
steht auf  00 1  verschiedene  Weisen,  nämlich 
je  einmal  in  jedem  der  qo^  Punkte  ihrer 
Schnittgeraden  mit  der  erstgewählten  Grund- 
ebene. Demnach  fallen  von  den  oo*  Ebenen 
je  00 1  in  eine  einzige  zusammen,  bleiben  qo^ 
verschiedene  Ebenen. 

Würde  man  ebenso  z.  B. 

2.  in  der  dritten  Lösung  durch  jeden  der 
oo2  Punkte  der  einen  Ebene  Ebenen  legen 
durch  jede  der  oo^  Geraden  der  zweiten 
Ebene,  so  würden  wieder  nicht  oo*,  sondern 
nur  oo3  verschiedene  Ebenen  entstehen.  Denn 
jede  der  scheinbar  oo*  Ebenen  entsteht  auf 

ooi  verschiedene  Arten,  nämlich  je  einmal 
durch  jeden  Punkt  der  Schnittlinie  dieser 
Ebene  mit  der  vorigen  ersten.  Somit  fallen 
wieder  je  oci  der  oo*  Ebenen  in  eine  einzige 
zusammen,  so  dass  wieder  nur  oo^  verschiedene 
bleiben. 


Aufgabe  27.    Man  soll  ähnliche  Beispiele 
mit  einfacher  Eeduktion  bilden. 


Aufgabe  28.    Analoge  Aufgaben  mit  dop- 
pelter Reduktion  anzugeben. 


Aufgabe  29.  Man  soll  die  Grundgebilde 
nach  der  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen 
Elemente  und  Gebilde  anordnen. 


Auflösung.  Man  erhält  folgende  Zusam- 
menstellung für  die  in  den  Gebilden  höherer 
Grade  enthaltenen  Gebilde  niederer  Grade : 


Punkte 

Strahlen 

Ebenen 

Punkt- 
reihen 

Strahlen- 
büschel 

Ebenen- 
büschel 

Ebene 
Systeme 

Bündel 

Ebenes  System 
Bündel   ... 

Räumliches 

System    .    . 

002 
1 

Oo8 

002 
002 

00* 

1        1 

002 

j 
Oo3          1 

002 
00* 

002 
002 

Ocä 

»2 

00* 

1 

Oo3 

1 

Co3 

Erkl.  220.  Da  der  Raum  ooS  Punkte  und 
ebensoviele  Ebenen  enthält,  so  muss  er  auch 
od3  Strahlenbündel  und  ebensoviele  ebenen  Sy- 
steme haben;  und  da  er  oo*  Gerade  enthält, 
deren  jede  Träger  einer  Punktreihe  oder  Achse 
eines  Ebenenbüschels  sein  kann,  so  muss  er 
auch  ebensoviele  Punktreihen  und  Ebenen- 
büschel enthalten.  Neu  ist  also  in  oben- 
stehender Tabelle  nur  die  Zahl  der  oo"  Strahlen- 
büschel, welche  entsteht  aus  oo2  .  oo3,  indem 
die  Anzahl  der  Punkte  bezw.  Ebenen  multi- 
pliziert wird  mit  der  Anzahl  der  Büschel,  deren 
Träger  sie  sein  können.  
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Aufgabe  30.    Man  soll  sämtliche  Strah- 
lenbüschel  des  Raumes  durchlaufen. 


Aufgabe  31.  Man  unterscheide  die  Gebilde 
der  ersten,  zweiten  und  dritten  Stufe  in  Be- 
zug auf  das  Gegenüberstehen  von  Punkt, 
Gerade  und  Ebene. 


Erkl.  221.  Wenn  man  zu  der  „Geometrie 
der  höheren  Mannigfaltigkeiten-  aufsteigt,  so 
wird  in  einem  Eaume  von  ;*  Dimensionen 
( Qo»  Punkten  und  qo'«  Ebenen)  eine  gerade  Linie 
bestimmt  durch  eine  (w  —  2)  fache  Mannigfaltig- 
keit von  ( oc"  "  -)  Ebenen,  während  sie  nur  eine 
einfache  Mannigfaltigkeit  von  (ooi)  Punkten 
enthält.  Dort  gehen  also  durch  jede  Gerade 
i^n  —  2  Ebenen  und  liegen  auf  jeder  Geraden 
00 1  Punkte.  Im  gewöhnlichen  dreidimensionalen 
Eaume  wird  n  =:  3,  also  n  —  2  =  1 ,  folglich 
gehen  durch  jede  Gerade  xi  Ebenen,  liegen 
auf  jeder  Geraden  gd'  Punkte.  Dieses  Ver- 
halten zeigt  eine  Analogie  bei  allen  Räumen 
von  ungerader  Dimensionenzahl.  Ist  nämlich 
«  =  2r-)-l!  so  entsteht  immer  als  eine  Art 
Mittelglied  ein  von  gleichviel  Punkten  und 
Ebenen  bestimmtes  Element,  welches  rfach 
00  viele  Punkte  enthält  und  in  rfach  oc  vielen 
Ebenen  liegt;  d.  h.  auf  diesem  Element  liegen 
3t)'-  Punkte,  und  durch  dieses  Element  gehen 
Qo'-  Ebenen.  Der  dreidimensionale  Eaum  bildet 
den  Einzelfall  r  =  1,  n  =.3,  wie  oben  gezeigt. 

Erkl.  222.  In  der  Auffassimgsweise  der 
„Plückerschen  Liniengeometrie''  hat  entweder 
der  Punkt  x  vier  (homogene)  Koordinaten 
x^x^x^x^,  und  dann  sind  die  Koordinaten  der 
Ebene  xi/z  die  vier  dreireihigen  Unterdeter- 
minanten der  vierfachen  Determinante  der  Ko- 
ordinaten von  vier  Punkten  x,  y,  z,  t,  die  Ko- 
ordinaten der  Geraden  xy  die  sechs  zweireihigen. 
Oder  die  Ebene  u  hat  vier  (homogene)  Koordi- 
naten t<,  «.,«3«^,  und  dann  sind  die  Koordinaten 
des  Punktes  uvw  die  vier  dreireihigen,  die  Koor- 
dinaten der  geraden  Linie  nv  die  sechs  zwei- 
reihigen Unterdeterminanten  der  vierfachen 
Determinante  der  Koordinaten  von  vier  Ebenen 
II,  V,  w,  s.  In  beiden  Fällen  erhält  die  Ge- 
rade dieselben  sechs  (homogenen)  Koordinaten 
(deren  Momente  in  Bezug  auf  die  sechs  Kanten 
des  Grundtetraeders),  also  fünf  unabhängige 
Variabein.  Da  die  Gerade  aber  durch  vier 
Variabein  schon  bestimmt  ist,  so  muss  unter 
jenen  fünf  Variabein  eine  Gleichung  als  Iden- 
tität erfüllt  sein.  So  gelangt  man  dann  zu 
dem  Ergebnis,  dass  die  vierfache  Mannigfaltig- 
keit der  Geraden  des  gewöhnlichen  Raumes 
anzusehen  sei  als  der  eine  bestimmte  quadra- 
tische Gleichung  befriedigende  (und  dadurch 
noch  vierfach  unendliche)  Teil  einer  Mannig- 
faltigkeit fünfter  Ordnung.  Und  weiter  abwärts 
schreitend  findet  man,  dass  die  (dreifach  unend- 
liche) Gesamtheit  aller  eine  gegebene  Gerade 
schneidenden  Geraden  wieder  durch  eine  lineare 


Auflösung.  1.  Da  die  Gebilde  erster 
Stufe  nur  je  einerlei  Elemente  und  von 
jedem  je  «i  besitzen,  so  kann  hier  von 
einem  Gegenüberstehen  noch  nicht  die  Rede 
sein. 

2.  In  den  Gebilden  der  zweiten  Stufe, 
nämlich  dem  ebenen  System  und  dem  Bündel, 
stehen  sich  noch  in  gleicher  Weise  gegenüber 
Punkt  und  Gerade  bezw.  Gerade  und  Ebene. 
Denn  die  Ebene  enthält  oo^  Punkte,  durch 
deren  jeden  ooi  Strahlen  gehen,  und  oc-  Ge- 
rade, auf  deren  jeder  od  Punkte  liegen. 
Und  der  Bündel  enthält  ^-  Ebenen,  in 
deren  jeder  ein  Büschel  von  »i  Strahlen 
liegt,  und  oo2  Gerade,  durch  deren  jede  ein 
Büschel  von  cci  Ebenen  geht. 

3.  Im  Gebilde  der  dritten  Stufe  da- 
gegen hört  dieses  Entsprechen  schon  teil- 
weise auf:  denn  das  räumliche  System 
enthält  zwar  oos  Ebenen,  in  deren  jeder 
00-  Punkte  und  oo^  Gerade  liegen  —  und 
Qo3  Punkte,  durch  deren  jeden  «>-  Ebenen 
und  00-  Gerade  gehen  —  aber  <^*  Gerade, 
auf  deren  jeder  <x>^  Punkte  liegen  und  durch 
deren  jede  od  Ebenen  gehen.  Es  bleibt  also 
im  Raum  bestehen  das  gleichwertige  Ent- 
sprechen von  Punkt  und  Ebene,  nicht  aber 
von  Punkt  und  Gerade  oder  von  Ebene  und 
Gerade,  was  in  den  Gebilden  zweiter 
Stufe  noch  völlig  entsprechend  war. 

Die  Folgen  dieser  Verschiedenheit  in  der 
Art  des  Entsprechens  zeigen  sich  besonders 
in  den  drei  verschiedenen  Auffassungen  des 
Begriffs  der  Dualität:  in  der  Ebene  und  im 
Bündel  als  den  Gebilden  zweiter  Stufe,  und 
im  räumlichen  System  als  dem  Gebilde  dritter 
Stufe  (vergl.  Antwort  auf  Frage  44). 
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Gleichung  aus  der  vierfachen  Mannigfaltigkeit 
der  sämtlichen  Geraden  des  Raumes  heraus- 
gehoben M'ird.  


Aufgabe    32.     Welche   Folgen   hat   die 

veränderte  Auffassung  der  unendlich  fernen 

Elemente  für  die  Figur  des  Dreiecks  gegen-        Auflösung.     Während  in  der  alten  Geo- 

über  der  alten  Geometrie?  metrie  das  Dreieck  besass:  einen  Innenraum, 

^  drei  Scheitelwinkelräurae  und   drei  Aussen- 

l^igur  oA.  winkelräume  oder  Nebenwinkelräume,  so  wird 

in  der  neueren  Geometrie  die  Auffassung  da- 
durch vereinfacht,  dass  die  unendlich  ferne 
Gerade  nicht  als  wesentlich  ausgezeichnete 
auftritt,  sondern  als  gleichwertig  mit  jeder 
andern  Geraden,  welche  die  drei  Seiten  des 
Dreiecks  schneidet.  Es  wird  daher  jeder 
Scheitel winkelraum  durch  die  unendlich  ferne 
Gerade  getrennt  von  (oder  etwa  auch  umge- 
kehrt: verbunden  mit)  dem  gegenüberliegenden 
Aussenwinkelraum ;  und  ohne  eine  Dreiecks- 
seite zu  überschreiten,  vielmehr  nur  durch 
einen  Uebergang  über  die  unendlich  ferne 
Gerade,  kann  man  von  jedem  der  Scheitel- 
winkelräume zum  gegenüberliegenden  Aussen- 
winkelraum gelangen.  Man  unterscheidet 
daher  nicht  mehr  sieben,  sondern  nur  noch 
vier  getrennte  Räume  beim  Dreieck, 
Erkl.  228.    In  Figur  52  ist  durch  gleich-   nämlich  den  Innenraum  und  je  dreimal  die 

artige   Strichelung   der   Eäume,    sowie    durch   Gesamtheit    eines    Scheitelwinkelraums    mit 

gleichartige  Pfeile  angegeben,   welche  Räume   dem  gegenüberliegenden  Aussenwinkelraum. 

als  zusammengehörig  anzusehen  sind :  nämlich 

Scheitelraum  A  und  Aussenraum  a,  Scheitel- 
raum B  und  Aussenraum   h,    Scheitelraum   C 

und  Aussenraum   c.     Dazu   als   vierter  Raum 

der  Innenraum  des  Dreiecks.    Innerhalb  jedes 

dieser  vier  Räume  kann  man  von  jedem  Punkt 

zu  jedem  beliebigen  andern  gelangen,  ohne  eine 

der  drei  Seiten  des  Dreiecks  zu  überschreiten. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  Avird  behandelt  wie 

eine  beUebige  andere,   auf  deren   einer   Seite 

die  Geraden  vom  Schnittpunkt  herkommen,  um 

auf  der  andern  Seite   eben   durchs  Unendliche 

hindurch    wieder    zum    gleichen    Schnittpunkt 

hinzustreben. 

Erkl.  224.     Der   Unterschied   beider   Betrachtungsweisen    zeigt   sich   am    einfachsten   bei 
folgender  allgemeinen  Vergleichung  der  beiden  Betrachtungsweisen,  nämlich  der 


älteren:    Eine  Gerade  liefert  zwei  Teile 
neueren:  Eine  Ger.  lief,  keine  Trennung 


Zwei  Ger.  liefern  vier  Teile  j  Drei  Ger.  liefern  sieben  Teile, 
Zwei  Ger.  liefern  zweiTeile  j  Drei  Ger.  liefern  vier  Teile. 


Jede  folgende  Gerade  vermehrt  die  Zahl  der  Teile  in  beiden  Auffassungsweisen  um  ebensoviel, 
als  die  Zahl  der  Teile  beträgt,  in  welche  diese  neue  Gerade  selbst  durch  die  vorher  vorhande- 
nen geteilt  wird;  also  liefern 

2-f  2  +  3  +  4-i-5--.  +  (»-l)  +  ^/  =  1+  ^"-^-'"  +„ 


n  Gerade 


l  +  l  +  2  +  3  +  4...  +  (n-2)+(«-l)  =  l  + 

und  davon  sind  unbegrenzte  Räume  (die  ins  Unendliche  reichen)  | 
grenzte  Räume :  i    i    "  ("  ~  1) 


(n  — 1)» 


Teile : 


also  vollständig  be- 
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in  beiden  Betrachtungsweisen.  Man  sieht  also,  was  von  vornherein  selbstverständlich  ist, 
dass  der  Unterschied  der  älteren  und  neuereu  Betrachtungsweise  nicht  die  vollständig  ge- 
schlossenen Eätime,  sondern  nur  die  ins  Unendliche  reichenden  Räume  betrifft.  (Man  vergl. 
Steiners  Werke,  I.  Bd.,  S.  77  u.  f.)  

Aufgabe  33.    Dieselbe  Aufgabe  für  das  Viereck  und  Fünfeck  zu  lösen. 


Aufgabe  34.  Man  betrachte  die  Verän- 
derungen der  Gesetze  über  parallele  Geraden 
aut  Grund  der  neuen  Auffassung  der  un- 
endlich fernen  Elemente. 


Wenn  eine  Gerade  in  einer  Ebene  oder 
im  Raum  zu  einer  von  zwei  parallelen  Ge- 
raden parallel  ist,  so  ist  sie  auch  zur  andern 
parallel.  (Muss  in  Planimetrie  und  Stereo- 
metrie besonders  bewiesen  werden.) 
Oder: 

Sind  zwei  Gerade  zu  derselben  dritten 
Geraden  parallel,  so  sind  sie  miteinander 
parallel. 


Erkl.  225.  Auch  der  Grundsatz,  dass  durch 
einen  Punkt  ausserhalb  einer  Geraden  nur  eine 
einzige  Parallele  möglich  sei.  fällt  zusammen 
mit  der  Erscheinung,  dass  wie  durch  jeden,  so 
auch  durch  den  unendüch  fernen  Punkt  einer 
Geraden  nur  eine  einzige  Verbindungsgerade 
von  einem  gegebenen  Punkte  ans  möglich  ist. 
Ebenso  gibt  es  durch  einen  Punkt  ausserhalb 
einer  Ebene  nur  eine  einzige  parallele  Ebene, 
denn  wie  durch  jede,  so  auch  durch  die  un- 
endlich ferne  Gerade  dieser  Ebene  gibt  es  von 
einem  gegebenen  Punkte  aus  nur  eine  einzige 
Ebene. 


Auflosung.  Da  Parallelität  von  Gei-aden 
als  Schneiden  in  unendlich  fernem  Punkte 
aufgefasst  wird,  so  nehmen  alle  früheren 
Sätze  über  Parallelität  viel  einfachere  Form 
an,  z.  B. : 

Geht  eine  Gerade  in  einer  Ebene  oder 
im  Eaum  durch  den  (endlicli  oder  unend- 
lich fem  gelegenen)  Schnittpunkt  zsveier  Ge- 
raden, so  trifft  sie  beide  Geraden  in  diesem 
gleichen  Schnittpunkt. 

Haben  zwei  Gerade  denselben  (endlich 
oder  unendlich  fem  gelegenen)  Schnittpunkt 
mit  einer  dritten,  so  schneiden  sie  auch  ein- 
ander in  diesem  selben  Schnittpunkt. 

Erkl.  226.  Ausser  Betracht  bleiben  hier 
dagegen  Sätze  über  parallele  Geraden,  in  denen 
die  Massbeziehungen  der  Winkelgrössen  auf- 
treten, also  über  Gleichheit  von  korrespondieren- 
den oder  von  Wechselwinkeln  u.  s.  w..  über 
Parallelität  zweier  Senkrechten  auf  derselben 
dritten  Geraden  in  der  Ebene  bezw.  auf  der- 
selben Ebene  im  Eaum.  Winkelgleichheit  w^en 
paralleler  Schenkel  in  Ebene  und  Raum  u.  s.  w. 


Aufgabe  35.     Aehnliche  Beispiele  für  parallele  Geraden  aufzusuchen. 


Aufgabe  36.     Aufgabe  34  lüi-  parallele 
Ebenen  (und  Geraden)  durchzuführen. 


Ist  eine  Gerade  mit  einer  Geraden 
einer  Ebene  parallel,  so  ist  sie  mit  der  Ebene 
parallel. 

Oder: 

Wenn  die  Schenkel  eines  Winkels  in 
einer  Ebene  bezüglich  parallel  sind  den 
Schenkeln  eines  Winkels  in  einer  andern 
Fi'Aiö    =0  sind  beide  Ebenen  parallel. 


Auflösung.  Auch  für  parallele  Ebenen 
und  Geraden  erhält  man  Vereinfachung  der 
Sätze  über  ihre  Parallelität,  wie  folgende 
Beispiele  zeigen: 

Tritft  eine  Gerade  eine  Gerade  einer 
Ebene  in  bestimmtem  (endlich  oder  unendlich 
fem  gelegenem)  Punkte,  so  trifft  sie  auch 
die  Ebene  in  diesem  Punkte. 

W^enn  die  Schenkel  eines  Winkels  in 
einer  Ebene  die  Schenkel  eines  Winkels  in 
einer  andern  Ebene  in  zwei  (endlich  oder 
unendlich  entfernt  liegenden)  Punkten  schnei- 
den ,  so   haben  beide  Ebenen   diese  beiden 
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Oder: 

Die  Sclmittgeraden  zweier  parallelen  Ebe- 
nen mit  einer  dritten  Ebene  sind  parallel. 


Erkl.  227.  Auch  bei  Ebenen  gibt  es  Sätze 
über  Massbezi ebungen  der  Winkelgrössen  par- 
alleler Elemente,  z.  B.  über  Gleicbbeit  korre- 
spondierender und  Wechsel-Keilwinkel,  Par- 
allelität senkrechter  Geraden  auf  derselben 
Ebene  u.  s.  w.  Alle  diese  Sätze  bleiben  aber 
hier  ebenfalls  ausser  Betracht,  weil  die  ver- 
änderte Auffassung  der  unendlich  fernen  Ele- 
mente nur  eine  Lagebeziehung  darstellt, 
nicht  aber  für  Massbeziehnngen  angewandt 
werden  kann. 


Punkte  gemeinsam,  also  deren  Verbindnngs- 
gerade  als  Schnittkante. 

Die  Schnittgeraden  zweier  Ebenen  mit 
einer  dritten  Ebene  treffen  einander  auf  der 
(endlich  oder  unendlich  fern  gelegenen) 
Schnittgeraden  der  beiden  andern  Ebenen. 

Erkl.  228.  In  den  obenstehenden  Auf- 
lösungen sind  jeweils  die  Sätze  über  parallele 
Elemente  als  besondere  Fälle  der  Sätze  über 
beliebig  liegende  Elemente  gekennzeichnet  durch 
die  Einfügung  der  Worte  „endlich  oder  un- 
endlich fern  liegend".  Man  könnte  also  die- 
selben Sätze  auch  so  aussprechen,  dass  jedesmal 
ausdrücklich  das  „unendlich  fern  liegende"  her- 
vorgehoben ist;  doch  gibt  die  obenstehende 
Ausführung  bessere  Uebersicht  über  den  An- 
schluss  dieser  sonst  besonders  aufzuführenden 
Eigenschaften  au  die  allgemeinen  Sätze  über 
Schnittgeraden  und  Schnittebenen. 


Aufgabe  37.    Analoge  Beispiele  für  par- 
allele Ebenen  (und  Gerade)  zu  nennen. 


Aufgabe  38.  Durch  einen  gegebenen 
Punkt  eine  Ebene  zu  legen  parallel  einer 
gegebenen  Ebene. 


Auflösung.  Man  lege  die  Ebene  durch 
den  gegebenen  Punkt  und  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Ebene. 


Aufgabe  39.  Durch  zwei  gegebene  Punkte 
eine  Ebene  zu  legen  parallel  einer  gegebenen 
Geraden. 


Auflösung.  Man  lege  die  Ebene  durch 
die  zwei  gegebenen  Punkte  und  den  un- 
endlich fernen  Punkt  der  gegebenen  Geraden. 


Aufgabe  40.  Durch  eine  gegebene  Ge- 
rade eine  Ebene  zu  legen  parallel  einer  ge- 
gebenen zweiten  Geraden, 


Aufgabe  41.  Welche  Ergebnisse  lassen 
sich  über  kreuzende  oder  windschiefe 
Geraden  aufstellen? 

Erkl.  229.  Kreuzende  Geraden  nennt 
man  zwei  Gerade,  welche  keinerlei  (weder  end- 
lich noch  unendlich  fern  gelegenen)  Schnittpunkt 
gemein  haben,  z.  B.  die  obere  Kante  einer 
Zimmerwand  und  die  untere  der  anstossenden 
oder  die  gegenüber  liegenden  Kanten  eines  be- 
liebigen Tetraeders.  Solche  Gerade  nennt  man 
auch  windschief,  und  hiernach  wird  unter 
einem  windschiefen  Viereck  ein  solches  ver- 
standen, dessen  vierter  Eckpunkt  nicht  in 
gleicher  Ebene  mit  den  drei  andern  liegt,  z.  B. 
das  Viereck  derjenigen  vier  Kanten  eines  Te- 
traeders, welche  nach  Wegnahme  zweier  gegen- 
überliegenden Kanten  übrig  bleiben.  Wählt 
man  auf  zwei  beliebigen  kreuzenden  Geraden  je 


Auflösung.  1.  Jede  von  zwei  kreuzen- 
den Geraden  besitzt  einen  unendlich  fernen 
Punkt.  Verbindet  man  jene  beiden  unend- 
lich fernen  Punkte  durch  eine  Gerade,  und 
legt  einen  Ebenenbüschel  durch  diese  unend- 
lich ferne  Gerade  als  Achse,  so  entsteht  ein 
Parallelebenenbüschel.  Jede  Ebene  dieses 
Büschels  ist  parallel  mit  jeder  der  beiden 
kreuzenden  Geraden,  weil  sie  von  jeder  der- 
selben im  unendlich  fernen  Schnittpunkt  ge- 
troffen wird.  Eine  dieser  Ebenen  geht  durch 
die  eine,  eine  andere  durch  die  andere  der 
beiden  Geraden,  durch  jeden  Punkt  des 
Eaumes  geht  eine  Ebene  des  Büschels. 

2.  Es  gibt  also  durch  jede  von  zwei 
kreuzenden   Geraden    eine    parallele   Ebene 


Aufgaben  über  die  projektivische  Verwandtschaft.  10  < 

eine  Strecke  und  verbindet  deren  Endpunkte,  ziu-  andern,  und  diucli  jeden  Punkt  im  Eamue 

so  bilden  diese  vier  Geraden  stets  ein  wind-  eine    zu   beiden    parallele  Ebene,   gebildet 

schiefes   Viereck ,    und    dessen   Seiten   können  y^^  jg^  beiden  Geraden  durch  diesen  Punkt, 

wieder  als  vier  Kanten  eines  Tetraeders  auf-  ^^elche  den  beiden  kreuzenden  Geraden  pai-- 

gefasst  werden.  ^j^^  gj^^^^   j.j^g  Gerade  bestimmt  also  (dui-ch 

Erkl,230.     Ausser  Betracht   bleiben   hier  ihren  unendlich  fernen  Punkt)   eine  Eich- 

wieder  die  beiden  ilassbeziehungen  der  kreu-  tung;    zwei   beliebige   Geraden   bestimmen 

zenden  Geraden,  nämlich  erstens  die  Gleichheit  (durch    ihre    unendlich    ferne    \  erbindungs- 

der  Winkel  jedes  Geradenpaares,  welches  durch  gerade)    eine   Stellung    (für    die   Ebenen 

einen  beliebigen  Punkt  im  Räume  zu  beiden  des  eben  genannten  Ebenenbüschels). 

^4'?'^,'°i.Pf'",'^  ^'''?  ""r"^'  H  ^'^l'flJ^^        3.  In  jeder  Ebene  des  Eaumes  bestimmen 

-Wmkel-'  der  kreuzenden  Geraden:   und  zwei-  j.      ,    .,"      ,  j        n      a^      ^;«^    n^ 

tens  die  Definition  des  „Abstandes-^  der  kreu-  ^^%    beiden    kreuzenden    Geraden    eine    Ge- 

zenden  Geraden  gleich   dem   senkrechten   Ab-  rade,    nämlich    die   \  erbindungsgerade    der 

stand  der  beiden  parallelen  Ebenen  durch  beide  Punkte,  wo  diese  Ebene  von  den  beiden  durch- 

Geraden,    zu    konstruieren   als   gemeinsame  stossen    wird.    —   Durch   jeden    Punkt    des 

Senkrechte  auf  beiden  kreuzenden  Geraden:  Eaumes   gibt   es   eine    Schnittgerade    beider 

1.  als  Senkrechte  der  beiden  Parallelebenen  ki'euzenden  Geraden,  nämlich  die  Verbindungs- 
ans    demjenigen    Punkte    der   einen   Geraden,  gerade  dieses  Punktes  mit  dem  Durchbohrungs- 
weicher getroffen  wird  von  einer  senkrechten  punkte  der  einen  Geraden  durch  die  Ebene 
Zwischenebene   (beider  Parallelen)    durch    die  ^gg  Punktes  und  der  andern  Geraden, 
andere  Gerade,  oder  ^    ^„..,        .  ,  ,  o    r-       i         v* 

2.  als  Schnittgerade   der   zwei   senkrechten        /'      v.    ^J    ''      ?'' V  .    T  1.^  =  ' 
Zwischenebenen  Tbeider  Parallelebenen)   durch  ^velche  beide  kreuzenden  Geraden  treften,  so 
je  eine  der  beiden  kreuzenden  Geraden.  gi^t  es  noch  od  Gerade,  welche  drei  kreu- 
zende Gerade  gleichzeitig  treffen,  nämlich 

Erkl.  231.    Die  ooi  Geraden,  Avelche  drei  durch  jeden  der  ^^  Punkte  der  ersten  noch 

kreuzende  Geraden  treffen,  bilden  eine  sogen,  eine  Schnittgerade  mit  beiden  andern.  —  Liegt 

Eegelschar  und  erfüllen  eine  Regelfläche,  welche  ^^er  die  erste   dieser  drei  Geraden  im  Un- 

im  letztgenannten  Falle   nebenstehender  Auf-  endlichen,  so  liegen  alle  Schnittgeraden  in 

lösung  zu  einer  Schraubenflache  wird.     Nicht  ^         ^^^  ^=       ParaUelebenenbtischels. 

nur    die    drei   ursprünglichen   Geraden   treffen        .  .         .  ji.  i     /.  /-.       j        r 

jede  dieser  ooi  Geraden,  sondern  ebenso  auch  welcher   jene    unendhch    ferne    Gerade    als 

jede  andere  Gerade,  welche  nach  derselben  Er-  Achse  hat. 
zeugungweise  irgend   drei   dieser  gcI   Geraden 

trifft.  

Aufgabe  42.  Durch  einen  Punkt  eine 
Ebene  zu  legen  parallel  zu  zwei  anderen 
gegebenen  Geraden.  


Aufgabe  43.  In  gegebener  Ebene  oder 
durch  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  zu  legen, 
welche  zwei  gegebene  kreuzende  Geraden 
trifft. 


3.  Aufgaben  über  die  projektivische  Verwandtschaft. 

(Zu  Abschnitt  3.) 

Aufgabe  44.    Man  soll  die  Beziehungen 
der  Elemente  aufeinander  nach  ihrem  Vor-        Auflösung.    Da  die  drei  Elemente  Punkt, 

kommen  anordnen.  Gerade,  Ebene  in  sechs  verschiedenen  Arten 

zusammengestellt  werden  können,   so   erhält 

Erkl.  282.  Wenn  die  Beziehungen  zwischen  man  folgende  sechs  Gruppen: 
Punkt  und  Strahl  aufgezählt  sind,  so  sind  da-  j  p^^^j.^  ^^^  ^^^^^^.  ^.^^^  Zuordnmig 
mit  selbstverständlich  auch  die  Beziehungen  ....  x>  i  •  j  t)  •  u  •  r>  i » 
zwischen  Strahl  und  Punkt  erschöpft.  Der  tritt  auf  bei  der  Beziehiing  von  emer  Punkt- 
einzige Unterschied,  welcher  in  der  Art  gemacht  reihe  auf  eine  zweite  Punktreihe,  und  von 
werden  könnte,  wäre  die  Beachtung  des  Ver-  einem  ebenen  System  auf  ein  anderes  ebenes 
hältnisses    gleicher    oder    ungleicher   Ele-  System. 
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mente:  Punkt  und  Punkt  (und  ebenso  Strahl 
und  Strahl,  Ebene  und  Ebene)  erfahren  ihre 
Zuordnung  natürlich  nur  in  der  Weise,  dass 
einem  Punkt  des  ersten  Gebildes  ein  Punkt  des 
zweiten,  und  umgekehrt  wieder  einem  Punkte 
des  zweiten  Gebildes  auch  ein  Punkt  des 
ersten  entspricht.  Punkt  und  Strahl  (und  ebenso 
Punkt  und  Ebene,  Strahl  und  Ebene)  dagegen 
erfahren  ihre  Zuordnung  in  der  Weise,  dass 
einem  Punkt  des  ersten  Gebildes  ein  Strahl  des 
zweiten  entspricht,  aber  umgekehrt  einem  Strahl 
des  zweiten  Gebildes  ein  Punkt  des  ersten. 

Erkl.  233.  Nur  in  den  beiden  Ausnahme- 
fällen, welche  in  nebenstehender  Auflösung  aus- 
drücklich als  solche  mit  doppeltem  Ent- 
sprechen bezeichnet  sind,  tritt  die  Beziehung 
auch  zwischen  ungleichen  Elementen,  nämlich 
Punkt  und  Strahl  im  zweiten,  Strahl  und  Ebene 
im  fünften  Falle  in  derartiger  doppelter  Zu- 
ordnung auf,  dass  nicht  nur 

einem  Punkte  des  ersten  Gebildes  ein 
Strahl  des  zweiten  und  einem  Strahl 
des  zweiten  ein  Punkt  des  ersten, 

sondern  auch 

einem  Strahl  des  ersten  Gebildes  ein 
Punkt  des  zweiten  und  einem  Punkt 
des  zweiten  ein  Strahl  des  ersten 
entspricht. 

Ei'kl.  284,  Entsprechend  der  gleichwertigen 
Stellung  von  Punkt  und  Ebene,  dagegen  der 
Ausnahmestellung  der  Geraden  in  unserer  ßaum- 
auffassung  stehen  sich  auch  in  nebenstehender 
Auflösung  als  gleichwertig  gegenüber  die  Fälle 
1.  Punkt  und  Punkt  und  6.  Ebene  und  Ebene 
mit  je  zwei  Arten;  2.  Punkt  und  Strahl  und 
5.  Ebene  und  Strahl  mit  je  drei  Arten;  sich 
selbst  entspricht  der  Fall  3.  Punkt  und  Ebene 
mit  zwei  Arten.  Dagegen  steht  ganz  selb- 
ständig der  Fall  4.  Strahl  und  Strahl  mit  vier 
Arten.  Man  hat  im  ganzen  16  Arten,  wie  schon 
in  Erkl.  60,  bei  denen  zehnmal  die  Gerade  be- 
teiligt ist,  je  siebenmal  Punkte  oder  Ebene. 


2.  Punkt  und  Strahl:  diese  Zuordnung 
tritt  auf  bei  der  Herstellung  der  Beziehung 
zwischen  einer  Punktreihe  und  einem  Strahlen- 
büschel, zwischen  einem  ebenen  System  und 
einem  Strahlenbündel,  sowie  doppelt  bei  der 
reciproken  Beziehung  zweier  ebenen  Systeme 
aufeinander. 

3.  Punkt  und  Ebene:  bei  der  Beziehung 
einer  Punktreihe  und  eines  Ebenenbüschels, 
sowie  bei  der  reciproken  Beziehung  zwischen 
einem  ebenen  System  und  einem  Stralilen- 
bündel. 

4.  Strahl  und  Strahl:  bei  der  Beziehung 
zweier  Strahlenbüschel  aufeinander  oder 
zweier  ebenen  Systeme  aufeinander  oder 
zweier  Strahlenbündel  aufeinander,  sowie  bei 
der  reciproken  Beziehung  zwischen  einem 
ebenen  System  und  einem  Strahlenbündel. 

5.  Strahl  und  Ebene:  bei  der  Beziehung 
zwischen  einem  Strahlenbüschel  und  einem 
Ebenenbüschel,  zwischen  einem  ebenen  Sy- 
stem und  einem  Ebenenbündel,  sowie  doppelt 
bei  der  reciproken  Beziehung  zweier  Ebenen- 
büudel  oder  Strahlenbündel  aufeinander. 

6.  Ebene  und  Ebene:  bei  der  Beziehung 
zweier  Ebenenbüschel  aufeinander  oder  zweier 
Ebenenbündel  aufeinander. 


Aufgabe  45.    Dieselbe  Aufgabe  für  die 
Grundgebilde  der  ersten  Stufe  zu  lösen. 


Aufgabe  46.  Man  soll  einzelne  Gesetze 
namhaft  machen,  durch  welche  das  Beziehen 
der  Elemente  verschiedener  Grundgebilde  fest- 
gelegt werden  kann. 

Erkl.  235.  Von  den  in  nebenstehender 
Auflösung  gegebenen  neuii  Gesetzen  sind  ge- 
bildet durch  Zuordnung  von  Punkt  und  Punkt 
die  erste,  zweite,  siebente,  achte,  neunte;  Punkt 
und  Gerade  die  fünfte;  Punkt  und  Ebene  die 
sechste ;  Gerade  und  Gerade  die  dritte ;  Gerade 
und  Ebene  keine;  Ebene  und  Ebene  die  vierte. 
Man  hat  also  Zuordnung  gleichartiger  Ele- 


Auflösnng.  Zu  den  bekanntesten  Ge- 
setzen des  Beziehens  gehört  dasjenige  der 
Symmetrie.    Man  kann  nämlich  zuordnen: 

1.  in  der  Ebene  jeden  Punkt  demjenigen 
Punkt,  welcher  vom  gleichen  Punkt  der 
gegebenen  Achsengeraden  entgegengesetzt 
gleichen  Abstand  hat; 

2.  in  dem  Räume  jeden  Punkt  dem- 
jenigen Punkt,  welcher  vom  gleichen  Punkt 
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mente  in  allen  bis  auf  die  fünfte  und  sechste. 
In  allen  diesen  nämlich  wird  ein  Punkt  wieder 
zu  einem  Punkt;  denn  wo  dies  nicht  unmittel- 
bar jgeschieht  (3  und  4),  da  entsteht  zum  Punkt 
als  Schnittpunkt  zweier  Geraden  bezw.  dreier 
Ebenen  als  entsprechendes  Element  eben  wieder 
der  Schnittpunkt  der  zwei  entsprechenden  Ge- 
raden bezw.  der  drei  entsprechenden  Ebenen. 
Ebenso  wird  (wenigstens  allgemein  bei  den 
ersten  vier  Beispielen)  Gerade  zu  Gerade 
entweder  unmittelbar  oder  durch  Verbindung 
entsprechender  Punkte  bezw.  Schnitt  entsprechen- 
der Ebenen:  und  es  wird  Ebene  zu  Ebene 
entweder  unmittelbar  oder  durch  Verbindung 
entsprechender  Punkte  oder  Geraden.  —  Nur 
im  fünften  Fall  wird  Punkt  zu  Strahl  und 
Strahl  zu  Punkt;  und  im  sechsten  Fall  wird 
Punkt  zu  Ebene,  Ebene  zu  Punkt,  Strahl  zu 
Strahl,  nämlich  letzteres  einmal  als  Verbindung 
zweier  Punkte,  dann  als  Schnitt  der  beiden 
entsprechenden  Ebenen. 

Erkl.  236.  Von  den  nebenstehenden  Bei- 
spielen sind  die  ersten  sechs  in  der  Planimetrie 
vorhanden  oder  doch  auf  dort  vorhandenen  in 
leicht  erkennbarer  "Weise  aufgebaut.  Das  erste 
Beispiel  ist  die  achsige  Symmetrie  in  der  Ebene 
(Kleyer  -  Sachs .  Ebene  Elementar -Geometrie, 
III.  Teil.  B.  2.),  das  zweite  die  entsprechende 
Symmetrie  im  Raum  gegen  eine  Ebene,  wie 
bei  Bild  und  Spiegelbild  (oder  ebenfalls  gegen 
eine  Achsengerade,  wie  bei  Rotationskörpern). 
Das  dritte  Beispiel  liefert  die  sog.  centrische 
Symmetrie  in  der  Ebene  (Kleyer-Sachs,  Ebene 
Elementar- Geometrie,  III.  Teil,  B.  3.),  das 
vierte  die  entsprechende  centrische  Symmetrie 
im  Räume,  wie  bei  Figuren  auf  einer  Kugel. 
Das  fünfte  Beispiel  (bei  dem  in  Klammer  die 
einfachste  Konstruktion  für  äusseren  Punkt  und 
schneidende  Gerade  angegeben  ist)  gibt  das  Prinzip 
der  Polarisation  oder  Reciprocität  in  der  Ebene 
(Kleyer-Sachs.  Ebene  Elementar -Geometrie, 
VIII.  Teil,  Erkl.  281),  das  sechste  Beispiel  die 
entsprechende  Polarisation  oder  Reciprocität  im 
Räume. 

Erkl.  237.  Das  siebente  der  nebenstehenden 
Beispiele  ist  nur  ein  besonders  einfacher  Fall 
des  achten,  denn  wenn  an  Stelle  der  in  7.  ge- 
nannten einfachen  Rechnungsarten  verwickeltere 
kommen,  so  hat  man  Fnnktionstheorie.  Werden 
mehrere  Ausgangselemente  benützt,  so  hat  man 
Koordinatengeometrie.  Das  neunte  Beispiel  ent- 
hält als  besonderen  Einzelfall  (bei  der  elektri- 
schen Spiegelung)  auch  die  Theorie  der  Inver- 
sion oder  der  reciproken  Radien  (Kleyer-Sachs, 
Ebene  Element.-Geometrie,  VIII.  Teil,  Erkl.  298). 

Erkl.  238.  Von  den  Beziehungsarten  neben- 
stehender Auflösung  gehören  eine  ganze  Reihe 
der  projektivischen  Geometrie  als  besondere 
Einzelfälle  an,  indem  bei  denselben  die  neu 
entstehenden  Punktreihen  und  Strahlenbüschel 
projektivisch  verwandt  werden  zu  den  ursprüng- 
lichen.   So  besonders  die  ersten  vier  Fälle  von 


der  gegebenen  Symmetrieebene  (oder  Achsen- 
geraden)  entgegengesetzt  gleichen  Abstand 
hat; 

3.  in  der  Ebene  jeder  Geraden  diejenige 
Gerade,  welche  auf  derselben  Central  geraden 
vom  gegebenen  Symmetriemittelpunkt  ent- 
gegengesetzt gleichen  Abstand  hat: 

4.  im  Räume  jeder  Ebene  diejenige 
Ebene,  welche  auf  derselben  Centralgeraden 
vom  gegebenen  Symmetriemittelpunkt  ent- 
gegengesetzt gleichen  Abstand  hat. 

Ein  besonders  wichtiges  Beziehungsgesetz 
ist  auch  dasjenige,  wodurch 

5.  unter  Benutzung  eines  beliebigen  festen 
Kreises  jedem  Punkt  seine  Polare  (Berüh- 
rungssehne)  und  jeder  Geraden  ihr  Pol 
(Tangentenschnittpunkt)     zugeordnet     wird. 

und  dieselbe  Beziehungsweise  kann 

6.  im  Eaume  durchgeführt  werden,  indem 
man  unter  Benutzung  einer  beliebigen  festen 
Kugel  jedem  Punkte  seine  Polarebene  (Be- 
rührungsebene des  Tangentenkegels)  imd 
jeder  Ebene  ihren  Polpunkt  (Tangenten- 
kegelspitze)  zuordnet. 

Andere  Gesetze  der  Abhängigkeit  könnten 
aus  den  obengenannten  ersten  vieren  abge- 
leitet werden,  wenn  man 

7.  die  dabei  vorkommenden  Abstände 
nicht  in  gleicher  Grösse  anwendet,  sondern 
die  Masszahl  derselben  zuvor  mit  irgend 
einer  Zahl  addiert,  subtrahiert,  multipliziert, 
dividiert,  potenziert  u.  s.  w.  —  auch  diese 
Abstände  nicht  nur  von  einem  Punkte, 
einer  Geraden,  einer  Ebene  aus  rechnet, 
sondern  zugleich  von  zweien  oder  dreien 
solcher  Ausgangselemente  nacheinander  bezw. 
nebeneinander. 

Weitere  Beziehungsgesetze,  sogar  in  ganz 
beliebiger  Anzahl,  liefern 

8.  die  geometrischen  Anwendungen  der 
höheren  Fnnktionstheorie  in  der  sogenannten 
„Theorie  der  Abbildungen"  oder 

9.  die  physikalischen  Theorien  der  Spie- 
gelung (optische,  akustische,  elektrische)  an 
beliebig  gewählten  spiegelnden  Flächen. 
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symmetrischer  Verwandtschaft,  da  ja  Symmetrie 
als  besonderer  Fall  der  Kongruenz  nach  Erkl.  62 
eine  projektivische  Verwandtschaft  ist.  Dasselbe 
gilt  aber  auch  vom  fünften  und  sechsten  Bei- 
spiel: auch  dort  entstehen  neue  Figuren  von 
der  Art,  dass  ihre  Punktreihen  und  Strahlen- 
büschel projektivisch  sind  zu  den  Punktreihen 
und  Strahlenbüscheln  der  ursprünglichen.  Bei 
den  drei  letzten  Beispielen  dagegen  kommt  es 
auf  den  einzelnen  Fall  an,  ob  Projektivität  ge- 
wahrt bleibt  oder  nicht.  Es  ist  der  Fall  bei 
den  Beispielen  in  7.,  wo  nur  Addition,  Sub- 


traktion, Multiplikation  und  Division  vorgenom- 
men wird.  Sowie  aber  reciproker  Wert  oder 
gar  Potenzierung  und  (bei  8.)  verwickeitere 
Rechnungsarten,  besonders  transcendenter  Natur, 
vorkommen,  so  entspricht  schon  einer  geraden 
Punktreihe  eine  gekrümmte,  und  damit  ist  die 
projektivische  Verwandtschaft  unmöglich  ge- 
macht. Und  ähnliches  gilt  von  den  Beispielen  9., 
zu  denen  als  einzelnes  Beispiel  mit  projek- 
tivischer  Verwandtschaft  der  Figuren  die  op- 
tische Abbildung  durch  Linsen  gehört. 


Aufgabe  47.    Man  behandle  die  Beispiele 
in  Erkl.  62  nach  den  Erkl.  235  bis  238. 


Aufgabe  48.  Man  soll  die  projektivische 
Verwandtschaft  als  Erweiterung  von  Kon- 
gruenz und  Aehnlichkeit  darstellen. 


£rkl.  239.  Die  nebenstehende  Ausführung 
kann  naturgemäss  keine  erschöpfende  sein,  da 
sie  nur  den  Vergleich  geben  kann  mit  dem- 
jenigen Teile  der  projektiv! sehen  Beziehungen, 
welcher  die  Kongruenz  und  Aehnlichkeit  als 
Spezialfälle  ergibt:  es  ist  derjenige  Teil,  bei 
dem  die  Figuren  als  Punktgebilde  entstehen. 
Aber  die  Zusammenstellung  ist  immerhin  ge- 
eignet zum  Nachweis,  dass  die  projektivische 
Verwandtschaft  mit  den  in  der  Planimetrie  be- 
handelten Gebieten  in  Beziehung  gesetzt  werden 
kann,  wenn  allerdings  ihr  eigener  Aufbau  weit 
allgemeiner  und  umfassender  ist,  und  nicht 
eigentlich  nachgeordnet  hinter  jenen,  sondern 
völlig  selbständig  über  jenen  früheren  steht. 


Auflösung.  Gemeinsam  haben  Kon- 
gruenz, Aehnlichkeit  und  Projektivität,  dass 
verwandte  Figuren  in  eine  solche  Lage  ge- 
bracht werden  können,  dass  die  Verbin- 
dungsgeraden entsprechender  Punkte 
beider  Figuren  durch  einen  Punkt  gehen: 
diese  Lage  heisst  die  projektivische,  jede 
andere  die  schiefe.  Verschieden  ist  aber 
dabei,  dass  die  Abstände  je  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  beider  Figuren  bei  kon- 
gruenten Figuren  gl  eich  gross,  bei  ähn- 
lichen Figuren  proportional  sein  müssen, 
während  bei  projektivischen  Figuren  für 
zwei  Punkte  keine  derartige  Vorschrift 
besteht.  (Vergleiche  jedoch  hierzu  den  Ab- 
schnitt 4  über  die  metrischen  Beziehungen 
projektivisch  verwandter  Gebilde.  Man  kann 
hiernach  sagen,  dass  die  Erweiterung  in  dem 
Fortschreiten  besteht  von  gleicher  Grösse 
zu  gleichem  Verhältnis,  und  von  da  zu 
gleichem  Doppelverhältnis.) 


Aufgabe  49.  Man  soll  den  Begriff  der 
„vereinigten  Lage"  von  Elementen  und  Ge- 
bilden ausführen. 


Erkl.  240.  Während  die  vereinigte  Lage 
zweier  gleichartigen  Elemente  zu  keinerlei  wei- 
teren Ausführungen  Veranlassung  gibt,  so  ist 
die  vereinigte  Lage  ungleichartiger  Elemente 
schon  wichtiger,  weil  sie  bei  der  Erkennung 
der  perspektivischen  Lage  projektivischer  Ge- 
bilde als  massgebende  Erscheinung  auftritt.  — 
Bei  vereinigter  Lage  zweier  Grundgebilde  hat 
man  nur  den  einfachsten  Fall  dieser  Beziehung. 
Denn  ausser  den  Grundgebilden  können  auch 
andere  Gebilde  vereinigt  liegen,  z.  B.  krumme 
Punktreihen  auf  derselben  Kurve,  oder  Strahlen- 
büschel und  Ebenenbüschel  höherer  Ordnungen 


Auflösung.  Es  können  Elemente  ver- 
einigt liegen  oder  sich  in  vereinigter 
Lage  befinden,  nämlich: 

1.  zwei  beliebige  Elemente  gleicher  Art, 
wenn  sie  zusammenfallen,  z.  B.  zwei 
Punkte,  Strahlen,  Ebenen; 

2.  ein  Punkt  und  eine  Gerade,  wenn  der 
Punkt  auf  der  Geraden  liegt,  und  die  Gerade 
durch  den  Punkt  hindurchgeht; 

3.  ein  Punkt  und  eine  Ebene  (oder  auch 
ein  Strahl  und  eine  Ebene),  wenn  der  Punkt 
(Strahl)  in  der  Ebene  liegt,  und  die  Ebene 
durch  den  Punkt  (Strahl)  hindurchgeht. 
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als  Tangeniengebilde  derselben  Kurve  oder  des- 
selben Kegels. 

Ei'kl.  241.  Bei  der  vereinigten  Lage  ver- 
schiedener Gebilde  hat  man  jedes  Element  des 
Trägers  doppelt  zu  betrachten:  einmal  als 
Element  des  ersten,  einmal  als  Element  des 
zweiten  Gebildes.  Das  eine  wie  das  andere 
besitzt  dann  ein  entsprechendes  Element  im 
andern  Gebilde,  und  dieses  hat  allgemein  eine 
andere  Stelle  im  Gebilde:  nur  ganz  ausnahms- 
weise gelangt  man  zum  gleichen  Element  des 
Trägers,  wenn  man  zu  diesem  —  genommen 
als  Element  des  ersten  Gebildes  —  das  ent- 
sprechende Element  des  zweiten  Gebildes  auf- 
sucht (vergl.  unten  Erkl.  244). 


Und  es  können  Grundgebilde  vereinigt 
liegen  oder  sich  in  vereinigter  Lage  befinden: 

1.  zwei  Punktreihen  bezw.  Ebenenbüschel, 
wenn  sie  dieselbe  Gerade  als  Träger  (bezw. 
Achse)  haben; 

2.  zwei  Strahlenbüschel  bezw.  zwei  Strah- 
lenbiindel,  wenn  sie  denselben  Punkt  als 
Scheitel  haben; 

3.  zwei  ebene  Systeme,  wenn  sie  dieselbe 
Ebene  als  Träger  haben. 

Zweierlei  räumliche  Systeme  kann  man 
sich  überhaupt  nicht  anders,  wie  in  ver- 
einigter Lage,  d.  h.  im  gleichen  Räume  als 
ihrem  gemeinsamen  Träger  vorstellen. 


Aufgabe  50.  Man  soll  die  allgemeinsten 
Beziehungen  zweier  oder  mehrerer  projek- 
tivischen  Gebilde  aufstellen. 

Erkl.  242.  Die  beiden  ersten  Aussagen 
nebenstehender  Auflösung  bedürfen  keines  Be- 
weises. Die  beiden  andern  aber,  die  nur  ver- 
schiedene Ausdrucksweisen  derselben  Beziehung 
sind,  gründen  sich  auf  die  Definition  der  pro- 
jektivischen  Verwandtschaft  durch  die  fort- 
laufende Reihe  von  Gebilden,  deren  jedes  eine 
eine  Projektion  des  vorhergehenden  und  folgen- 
den ist.  Die  drei  betrachteten  Gebilde  können  als 
drei  beliebig  gewählte  Glieder  dieser  fortlaufen- 
den Reihe  angesehen  werden,  und  da  sämtliche 
Glieder  in  dieser  Kette  miteinander  projektivisch 
sind,  so  sind  es  auch  diese  drei. 

Erkl.  243.  In  Zeichen  lauten  die  neben- 
stehenden Aussagen  wie  folgt: 

a)  b)  Wenn  t  /^  S  oder  /,  [\  t^  oder  S^  /,  5,, 

so  ist  auch  S  /-.J  oder  ^o  ä  ^  O'i®^  ^aTT'^i- 

c)  (z.  B.  für  zwei  Punktreihen):  Wenn  f,  7\  ^3 
und  ^2  Ä  ^s '  ^^  fo'g*^  ^  7\  '2- 

d)  (z.  B.  für  zwei  Strahlenbüschel):  Wenn 
6\  '/'  S.i  und  S^~  S^,  so  folgt  S^  7\  S^. 

Enthält  die  Voraussetzung  in  beiden  letz- 


Auflösnng.  Aus  der  Definition  der  Pro- 
jektivität  ergeben  sich  folgende  allgemeinen 
Beziehungen : 

a)  Ist  ein  Gebilde  eine  Projektion  eines 
andern,  so  ist  auch  das  andere  eine  Projek- 
tion des  einen. 

b)  Befindet  sich  von  zwei  projektivischeu 
Gebilden  das  erste  in  perspektivischer  bezw. 
in  schiefer  Lage  zum  zweiten,  so  befindet 
sich  auch  das  zweite  in  perspektivischer 
bezw.  in  schiefer  Lage  zum  ersten. 

c)  Sind  zwei  Gebilde  projektivisch 
verwandt  mit  demselben  dritten,  so 
sind  sie  auch  miteinander  projek- 
tivisch verwandt. 

d)  Ist  eines  von  zwei  projektivi- 
schen  Gebilden  mit  einem  dritten 
projektivisch,  so  ist  auch  das  zweite 
Gebilde  mit  diesem  dritten  projek- 
tivisch verwandt. 

Doch  kann  in  beiden  letzteren  Fällen  nicht 
allgemein  behauptet  werden,  ob  die  projek- 
tivischeu Gebilde  in  perspektivischer  oder  in 
schiefer  Lage  sich  befinden. 


teren  Fällen  statt 


das  Zeichen 


so  bleibt 


in  der  Folgerung  doch  allgemein  7\  und  nicht 
/  ,  es  sei  denn,  dass  die  beiden  Beziehungen 
des  in  der  Voraussetzung  doppelt  vorkommenden 
Gebildes  durch  das  gleiche  Zwischengebilde 
vermittelt  sind. 


Aufgabe  51. 

bilden. 


Man  soll  für  die  vorigen  Sätze  Beispiele  beider  Arten  (nach  Erkl.  243) 


/,  /  t.,  vermittels  S,, 
tt  /  ^  /.T  vermittels  S,, 
*2  Ä  <8  (vermittels  S,). 


Auflösung.    In  Figur  53  ist: 
S,  ^  Sj  vermittels  t^,     |      t,  /\  S,  in  vereinigter  Lage  d.  Elemente, 
S,  7^  Sg  vennittels  t^,  5,  yV  ^2  vermittels  t^, 


S,  7\  Sg  (vennittels  t^).  \      t^  7\  S,  (in  vereinigter  Lage  d.  Elemente). 
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Dagegen  ist  in  derselben  Figur: 


ij  7\  ^3  vermittels  Sj, 
hl\*i  vermittels  S.,, 
hl\h  (nicht  7^). 


5i  /\  ^2  vermittels  t^, 
Sj  7^  S^  vermittels  ^j, 


h  Ä  '^1  ^^  vereinigter  Lage  der  Elemente, 
S,  7^  S^  vermittels  t^, 


h  A  -^4  (niclit  Ä)- 


-^2  A  ^i  (nicht  a)- 

Erkl.  244.    Figur  53   erlaubt   auch  passende  Beispiele   zur  vorigen  Aufgabe  49.    Würde 

man  nämlich  den  Büschel  iS^  zum  Schnitt  bringen  mit  t^,   so  würden  auf  dieser  Geraden  zwei 

Fio-nr  53  Punktreihen  erscheinen :  t.2  und  t^',  die  erstere 

*  ■  ausgeschnitten  durch  die  Strahlen  des  Büschels 

s,  Sj ,  die  letztere  durcli  die  Strahlen  des  Büschels 

g  -^         /  ;  \\  S^■■,  und  da  -S,  und  S^  vermittels  t^  projektiviscb 

^^^'^^'''^^     /  /  \\  -^  sind,  so  müssten  auch  t^J\t<^'  sein,  —  Ebenso 

könnte  man  etwa  den  Scheitel  S„  noch  verbinden 
mit  den  Punkten  auf  t^,  und  man  erhielte  mit 
gleichem  Scheitel  zwei  Büschel  S^  und  S^', 
welche  projektiviscb  sein  müssten,  weil  S.^  /\  t^, 
S^'y^t^  und  ts'/^t^,  folglich  S,7\  S/. 

Erkl.  245.  In  Figur  53  sind  überhaupt 
unter  8  Gebilden  28  Beziehungen,  wovon  6 
unter  den  t  allein,  6  unter  S  allein,  16  zwischen 
t  und  S.  Davon  sind  15  in  perspektivischer 
Lage,  nämlich  je  4  unter  t  allein  und  S  allein, 
7  zwischen  t  und  S;  und  die  übrigen  18  in 
schiefer  Lage,  nämlich  je  2  unter  t  allein  und 
S  allein,  9  zwischen  t  und  S.  Man  kann  dies 
durch  folgende  Uebersicht  darstellen,  in  welcher 
die  15  Bindestriche  die  15  perspektivischen 
Paare  andeuten,  die  13  nicht  gestrichenen  Paare 
schief  liegen:  ^^  -  -^^ 

S^  —  S'j  —  -So  —  s^ 


Aufgabe    52.     Aehnliche   Beispiele    zur 
vorigen  Aufgabe  an  derselben  Figur  zu  bilden. 


Aufgabe  53.  Man  soll  in  projektivischer 
Verwandtschaft  eine  Punktreihe  und  einen 
StraUenbüschel  konstruieren,  deren  Träger 
vereinigt  liegen. 

Erkl.  246.  Denkt  man  sich  S^  und  S^  als 
Bündelscheitel  und  an  Stelle  von  t^  und  t^ 
ebene  Systeme,  so  erhält  man  als  if,  und  S.2 
ein  ebenes  System  und  einen  Strahlenbündel  mit 
vereinigt  liegenden  Trägern  in  projektivischer 
Verwandtschaft. 


Auflösung.  Ist  fi  in  Figur  54  die  Punkt- 
reihe, >S'2  der  auf  t^  liegende  Scheitel,  so 
wählt  man  ausserhalb  t^  und  »S'g  einen  be- 
liebigen Büschelscheitel  *S'j  und  Punktreihe  f^, 
projiziert  ti  von  S^  aus  auf  t^,  und  sodann 
^2  von  S^  aus.    Dann  ist  der  Beihe  nach: 

^1   A    ^1   Ä   ^2  A   ^2  » 

also   t,  7\  So. 


Figur  54. 


^v.4y          /,             S^ 

l^,                 IC,              J?,/.- 

^^      1             /           ..r 

■>•                                     \\ 

^^"y^""*-^       1           f        .'*  / 

■<•                                  \  \ 

Nj^^^-^,           /             / 

^                   a\\ 

>.                  <?\    1 

LP^\                  '^^^^^.'••'                    '' 

V                \ 

\    xj'  •••■^^    "' 

N    \ 

.•■-j 

.N     vy,  fn'/a 

l  ■■'              ' 

S       \      \    1  /     ' 

A  A 

S'l   Ä  ^2  Ä  'S'2- 

Aufgaben  über  die  projektivische  Verwandtschaft. 
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Aufgabe  54.  Dieselbe  Aufgabe  unter 
Benutzung  unendlich  ferner  Elemente  zu 
lösen. 


Aufgabe  55.  Man  soll  zwischen  zwei 
ebenen  Systemen  «i  und  a.,  eine  reciproke 
Verwandtschaft  herstellen. 

Erkl.  247.  Ausgehend  von  zwei  Punkten 
P  und  Q  kann  man  alle  Elemente  einer  Ebene 
bestimmen  vermittels  der  Strahlenbüschel  durch 
P  und  Q.  Zunächst  nämlich  jeden  Punkt  als 
Schnittpunkt  seiner  zwei  Verbindungsstrahlen 
nach  P  und  Q:  sodann  jede  Gerade,  die  nicht 
durch  P  oder  Q  geht,  indem  man  zwei  beliebige 
ihrer  Punkte  mit  den  Punkten  Pund  Q  verbindet : 
jeder  Punkt  wird  bestimmt  wie  zuvor,  also  der 
Strahl  als  Verbindungsgerade  beider  Punkte.  — 
Ausgehend  von  zwei  Geraden  p  und  q  kann 
man  aber  ebenfalls  alle  Elemente  einer  Ebene 
bestimmen  vermittels  der  Punktreihen  auf  p 
und  q.  Zunächst  nämlich  jede  Gerade  als  Ver- 
bindungsgerade ihrer  zwei  Schnittpunkte  auf  p 
und  q;  sodann  jeden  Punkt,  der  nicht  auf  p 
oder  q  liegt,  indem  man  zwei  beliebige  Ge- 
raden durch  ihn  mit  p  und  q  schneidet:  jede 
Gerade  wird  bestimmt  wie  zuvor,  also  der  Punkt 
als  Schnittpunkt  beider  Geraden. 

Erkl.  248.  Bei  nebenstehender  Verwandt- 
schaft sbegründung  entsprechen  einander  ins- 
besondere P,  und  pj,  Q^  und  q^,  Gerade  P^Q^ 
und  Punkt  jh^i'^  femer  die  Kantenschnitt- 
punkte von  p  und  q  und  die  Strahlen  durch  P 
und  Q  nach  diesen  Kantenschnittpunkten,  die 
Kante  selbst  und  der  Schnittpunkt  beider  Ge- 
raden u.  s.  w. 


Auflösung.  Man  wählt,  wie  schon  in 
Erkl.  66  angedeutet,  zu  einem  beliebigen 
Punkte  Pj  in  der  Ebene  a,  eine  beliebige  Ge- 
rade ^2  in  der  Ebene  «2,  und  lässt  den  Stralilen- 
büschel  Pj  in  a^  entsprechen  der  Punktreihe 
2)2  in  «2'  ^^  ^*5^  Strahlen  und  Punkte  in 
gleicher  Ebene  durch  den  Projektionsscheitel 
S  liegen.  Auf  einem  beliebigen  Strahl  a^ 
des  Strahlenbüschels  durch  P^  wählt  man 
sodann  emen  beliebigen  zweiten  Punkt  Q^ 
und  lässt  ihm  entsprechen  einen  beliebigen 
Strahl  q^  durch  den  dem  Strahl  a^  ent- 
sprechenden Punkt  A^.  Dann  entspricht 
wieder  dem  Strahlenbüschel  durch  Qi  die 
Punktreihe  auf  q^,  so  dass  Strahl  und  Punkt 
wieder  in  gleicher  Ebene  durch  S  liegen. 
Alle  Punkte  in  «^  entstehen  durch  zwei 
Strahlen  der  Büschel  I\  und  Q^;  ihre 
entsprechenden  Strahlen  in  «2  entstehen 
durch  die  Verbindungsgeraden  entsprechen- 
der Punkte  auf  p.2  und  q^.  Umgekehrt  ent- 
stehen Strahlen  in  «^  als  Verbindungsgeraden 
beliebiger  Punkte  in  «j ,  ihre  entsprechenden 
Punkte  in  «o  als  Schnittpunkte  der  ent- 
sprechenden Strahlen  in  a^. 


Aufgabe  56.  Antwort  der  Frage  25  und 
Figur  13  für  unendlich  ferne  Elemente  durch- 
zuführen. 


Aufgabe  57.  Antwort  der  Frage  26  und 
Figur  14  für  unendlich  ferne  Elemente  durch- 
zuführen. 

Erkl.  249.  Wenn  man  (vergl.  Erkl.  72) 
mit  bestimmten  Buchstaben  immer  wieder  die 
Elemente  von  gleichen  Eigenschaften  bezeichnet, 
z.  B.  mit  A,  B,  C  beliebige  Elemente,  mit  D,  E 
gemeinsame,  mit  F,  G  unendlich  fern  liegende 
u.  s.  w. ,  so  kann  schon  durch  die  Bezeichnung 
Z>,  =  Z>.,  angegeben  werden,  dass  die  beiden 
I'unktreihen  perspektivisch  liegen.  Ebenso  kann 
durch  Z>,  =  t\  angegeben  werden ,  dass  der 
gemeinsame  Punkt  beider  Punktreihen  im  Un- 
endlichen liegt,  dass  also  die  Punktreihen  ent- 
weder parallel  sind,  oder  dass  eine  davon  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  zusammenfällt.  Ebenso 
ergibt  die  Bezeichnung  P,  =  G, ,  dass  derselbe 
Punkt  P,  zugleich  der  unendlich  ferne  Punkt 
der   Reihe   <,    und  der  auf  <,   dem  unendlich 

Saclis,  Projektivische  (neuere)  Geoinetii«^.     f.  T'>il 


Auflösung.  Von  den  Elementen  der 
Figur  14  (siehe  Figur  57  auf  Seite  116) 
können  ins  Unendliche  verlegt  werden: 

1.  eine  der  beiden  Punktreilien  ^i  oder 
^2  selbst, 

2.  der  Büschelscheitel  -S'. 

(3.  der  Schnittpunkt  beider  Träger  t^,  f.,: 
siehe  folgende  Aufgabe  58). 

1.  Wenn  ^2  Jm  Unendlichen  liegt  (Fig.  55  a) 
oder  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zu- 
sammenfällt,  so  werden  die  Punkte  auf  to 
projiziert  als  unendlich  fenie  Punkte  der 
Strahlen  von  S  durch  die  Punkte  von  ty 
Der  Schnittpunkt  beider  Träger  f^  und  t^ 
wild  zum  unendlich  fernen  Punkt  des  Trägers 
/,,  so  dass  Z>i  mit  F^   zusammenfällt,  also 

8 
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Figur  55  a  und  b. 


n.'Ji.. 


F,'G, 


h  l\  ^  Ah 


fernen  Punkt  (?,  von  t^  entsprechende  Punkt 
ist,  oder  dass  die  unendlich  fernen  Punkte 
beider  Punktreihen  einander  entspre- 
chen, wonach  die  Punktreihen  ähnlich  oder 
gar  kongruent  sein  müssen. 

Erkl.  250,  Im  zweiten  Falle  nebenstehen- 
der Auflösung  ist  die  unendlich  ferne  Gerade 
selbst  einer  der  Projektionsstrahlen.  Die  in 
Erkl.  79  besprochenen  Uebergänge  über  die 
Fluchtpunkte  fallen  weg,  und  im  Winkel  B^DB^ 
und  seinem  Scheitelwinkel  A^^DÄ.^  hat  man 
gleiche  Bewegungsrichtung  der  entsprechenden 
Punkte  zum  Trägerschnittpunkt  (beide- hin  oder 
beide  her),  im  Winkel  Ä^DB^  und  seinem 
Scheitelwinkel  A^DB^  ungleiche  Eichtung  zum 
Schnittpunkt  (eine  hin,  die  entsprechende  fort); 
und  der  Scheitel  S  liegt,  wenn  auch  unendlich 
fern,  doch  wieder  im  letzteren  Winkelraume. 


auch  i>i,2  =  i'^iiä  wird,  denn  dieser  Punkt 
wird  projiziert  durch  den  Parallelstrahl  zu 
ifj  durch  *S',  welchem  sowohl  der  Buchstabe 
d  als  f  zukommt.  Die  Buchstaben  G^  und  G^ 
fallen  ganz  weg,  da  jeder  Punkt  von  ^g  ^^- 
endlich  fem  liegt,  also  jeder  Punkt  von  /j 
einem  unendlich  fernen  Punkte  von  t^  ent- 
spricht, und  jeder  Strahl  durch  S  als  mit  t^ 
parallel  anzusehen  ist. 

2.  Wenn  S  unendlich  fern  liegt  (Fig.  55  b), 
so  wird  S  zu  einem  Parallelstrahlenbüschel. 
Dann  bleibt  D^,^  unverändert,  dagegen  gibt 
es  durch  S  nur  einen  Parallelstrahl  sowohl 
zu  ty  als  t^,  nämlich  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade selbst.  Diese  trifft  aber  sowohl  t^  als 
t^  in  ihren  unendlich  fernen  Punkten,  so 
dass  jeweils  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  einen  Punktreihe  dem  unendlich 
fernen  Punkt  der  andern  Punktreihe 
entspricht,  also  F^  =  G^,  i^ 


2  =  ^2' 


Aufgabe  58. 

allele  Träger  t. 


Dieselbe  Aufgabe  für  par- 
#o  zu  behandeln. 


Erkl.  261.  Die  Figuren  55  b  rind  56  ab 
sind  besonders  geeignet  zum  Nachweis,  dass  in 
der proj ektivischen  Verwandtschaft  Kongruenz 
(und  Aehnlichkeit,  siehe  Erkl.  252)  als  spezielle 
Fälle  enthalten  sind.  Wird  nämlich  in  Fig.  55  b 
die  Parallelrichtung  nach  S  zur  Halbierungs- 
geraden des  Winkels  A^DB^  —  oder  in  Fig.  56a 
der  Scheitel  S  unendlich  fern  —  oder  in  Fig.  56  b 
der  Punkt  S  zu  einem  Punkt  der  Mittelpar- 


Auflösung.  Wenn  die  Träger  t^  und  t^ 
parallel  sind,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  un- 
endlich fern,  also  fällt  D^,^  mit  i^^  zusammen, 
wie  in  Figur  57.  Zugleich  wird  aber  der 
Projektionsstrahl  SF^  ebenfalls  parallel  t^ 
und  ^2)  also  fallen  in  demselben  imendlich 
fernen  Punkte  zusammen  die  sonst  getrennten 
sechs  Punkte: 

D^  =  D^  =  F^  =  F^  =  G^  =  G^. 


Angaben  über  die  projektivische  Verwandtschaft. 
Figur  56  a  und  b. 
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allelen  von  ^jfj,  so  werden  die  Abschnitte 
zwischen  je  zwei  Punkten  auf  f,  kongruent 
mit  den  Abschnitten  zwischen  den  entsprechen- 
den Punkten  auf  h,  und  zwar  in  Figur  56  a 
mit  gleichlaufender' und  in  Figur  56  b  mit  un- 
gleichlaufender Parallelität  der  kongruenten 
Strecken. 

Erkl.  252.  DieAehnlichkeit  entsprechen- 
der Strecken  ist  in  den  drei  Figuren  55  b,  56  a  b 
schon  ohne  weiteres  vorhanden.  In  allen  dreien 
verhält  sich: 

A,B^ :  B,P,  .P,Q,:--  =  Ä,B^  :  B„  P„ :  P^^, :  •  • 
oder: 

A,B,  -.A.B,  =  B,P,:B„P„  =  P,Q,:P,Q,  =  ■  • 
Dazu  kommt  noch  in  Figur  56 ab  die  Propor- 
tionalität der  Abstände  vom  Scheitel: 
A^S-.B^S-.P^S-.Q.S:-" 
z=  A.,S^.B^S■.P,S:Q^S■.^■^ 
oäeT  : 

A,S:A.,S=  B,S:B.,S=  P,S:P.,S=  Q, 

Für  beide  Figuren  55  und  56  ist  zu  merken, 
dass  man  die  Aehnlichkeit  projektivi- 
scher  Punktreihen  daran  erkennt,  dass 
die  unendlich  fernen  Punkte  beider 
Reihen  homologe  Punkte  sind.         


Befindet  sieb  nun  dabei  S  ausserhalb  des 
Parallelstreifens  t^t^,  so  sind  beide  Punkt- 
reihen gleichlaufend,  befindet  sich  da- 
gegen S  innerhalb  des  Parallelstreifens,  so 
sind  beide  Punktreihen  ungleichlaufend 
(Figur  56  a  und  b). 

Auch  in  diesem  Falle  paralleler  Träger 
könnte  man  die  beiden  Einzelfälle  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  57  eintreten  lassen,  dass 
nämlich  t^  oder  S  ins  Unendliche  geschoben 
würde,  also  t^  zur  unendlich  fernen  Geraden 
gemacht  würde,  oder  S  zu  einem  Parallel- 
strahlenbüschel.  Im  ersten  Falle  entsteht 
Fig.  55  a  sowohl  aus  Fig.  56  a  als  Fig.  56  b, 
im  letztem  Falle  entsteht  die  neue  Figur 
aus  55  b,  wenn  man  Punkt  D^,^  etwa  auf  t^ 
ins  Unendliche  schiebt,  oder  aus  Figur  56  a. 
wenn  Punkt  S  ins  Unendliche  geschoben 
wird  (aber  nicht  aus  Figur  56  b). 


Aufgabe  59.  Wie  werden  in  der  Pla- 
nimetrie die  Aussagen  der  Erkl.  251  und 
252  bewiesen? 


Aufgabe  60.     Warum  kann  Figur  55  b 
nicht  aus  Figur  56  b  entstehen?  


Aufgabe  61.  Es  seien  gegeben  die  Träger 
zweier  projekti vischen  Punktreihen,  von  denen 
man  weiss,  dass  sie  in  perspektivischer  Lage 
seien.  Wieviele  Bestimmungsstücke  sind  noch 
nötig,  um  zu  jedem  Punkte  der  einen  den 
entsprechenden  der  andern  angeben  zu  können, 
—  und  wie  geschieht  dies? 

Erkl,  253.  Durch  ein  Paar  entsprechender 
Punkte  zweier  perspektivisch  liegenden  projek- 


Auflösung.  Wenn  man  weiss,  dass  die 
beiden  Punktreihen  perspektivisch  liegen,  so 
müssen  beide  Reihen  die  Schnitte  desselben 
Strahlenbüschels  sein,  und  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Träger  ist  ein  sich  selbst  ent- 
sprechender Punkt  Z),,2  gegeben.    Man  muss 
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tivischen  Punktreihen  ist  eine  Gerade  durch 
den  Scheitel  S  gegeben.  Der  Schnittpunkt  bei- 
der Reihen  bildet  aber  ebenfalls  ein  solches 
Paar:  und  durch  ihn  als  Doppelpunkt  D^^  gehen 
Verbindungsgeraden  von  D^  mit  D^  nach  allen 
Richtungen  hin.  Eine  einzige  dieser  Geraden 
nur  geht  durch  den  Scheitel,  und  eben  diese 
allein  ist  im  vorliegenden  Falle  als  Verbin- 
dungsgerade von  Dj  und  D^  aufzufassen.  Um- 
gekehrt kann  aber  die  Bestimmung  des  Schei- 
tels ganz  unabhängig  von  Z),,2  vor  sich  gehen, 
denn  unter  den  sämtlichen  Strahlen  durch  D 
findet  sich  immer  einer,  der  durch  den  Punkt 
S  geht,  wo  dieser  auch  seine  Lage  finden  mag. 


Erkl.  264.  Da  sich  später  zeigt,  dass  bei 
schiefer  Lage  drei  Paar  homologer  Punkte 
erforderlich  sind  zur  Herstellung  der  Verwandt- 
schaft, so  sieht  man,  dass  die  Eigenschaft  per- 
spektivischer Lage  gerade  ein  Punktepaar  (den 
selbstentsprecheuden  Schnittpunkt)  ersetzt. 


also,  um  weitere  homologe  Punktepaare  an- 
geben zu  können,  den  Scheitel  jenes  Büschels 
auffinden  können.  Dazu  gehören  zv^'ei  Ge- 
rade, welche  durch  diesen  Scheitel  gehen, 
also  sind  erforderlich  zwei  Paar  homologe 
Punkte  beider  Eeihen,  d.  h.  zwei  Punkte 
der  einen  Eeihe  und  die  beiden  ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  der  andern  Reihe.  Die 
Verbindungsgeraden  der  beiden  Punktepaare 
liefern  als  Schnittpunkt  den  Scheitel,  und  mit 
dessen  Hilfe  kann  man  dann  zu  jedem  wei- 
teren Punkte  der  einen  Reihe  den  homologen 
finden,  indem  man  seinen  Verbindungsstrahl 
mit  S  zum  Schnitt  bringt  mit  dem  andern 
Träger.    Man  erhält  also  die  Aussage: 

Satz.  Bei  perspektivischer  Lage 
ist  die  projektivische  Verwandtschaft 
zweier  Punktreihen  mit  gegebenen  Trä- 
gern schon  durch  zwei  Paare  zu- 
geordneter Punkte  eindeutig  fest- 
gelegt. 


Aufgabe  62.  Dieselbe  Aufgabe  mit  den 
Einzelfällen  der  Figuren  55  und  56  zu  ver- 
gleichen. 


Aufgabe  63.  Man  soll  Antwort  27  und 
Figur  15  und  16  für  unendlich  ferne  Elemente 
durchführen.  * 


Erkl.  255.  In  der  Figur  58  a  ist  die  eine 
Richtung  nach  00^2  durch  einfache,  die  an- 
dere Richtung  nach  00  S'2  durch  zweifache 
Pfeilspitze  an  den  Geraden  angedeutet.  Im 
ersten  Falle,  wenn  S»  über   den  obern  Rand 


Auflösung.  Von  den  Elementen  der 
Figuren  16  und  17  (s.  unten  60  und  61) 
können  ins  Unendliche  verlegt  werden: 

1.  einer  der  Büschelscheitel,  oder 

2.  beide  Büschelscheitel, 

(3.  die  Punktreihe  t,  siehe  die  folgende 
Aufgabe  64). 


Angaben  über  die  projektiviscbe  Verwandtschaft. 
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.ooS, 


<aJ)F 


S^7\tl\S,. 


der  Zeichnung  ins  Unendliche  verschoben  ge- 
dacht wird,  hat  man  für  a^Kc^  Tmlaufsrich- 
tung  gegen  den  Uhrzeiger,  im  andern  Falle, 
wenn  S'.,  über  den  untern  Eand  der  Zeichnung 
ins  Unendliche  verschoben  gedacht  wird,  hat 
man  für  denselben  Umlauf  a.,  fe.,  c,  Eichtung  mit 
dem  Uhrzeiger.  In  der  praktischen  Verwen- 
dung von  Parallelstrahlenbüscheln  fällt  aber 
beiderlei  Unterschied  fort,  indem  man  den  Durch- 
lauf des  Parallelstrahlenbüscbels  vornimmt,  wie 
den  Durchlauf  einer  Punktreihe,  längs  deren 
der  Parallelstrahl  gleitet,  z.  B.  ABC  auf  /  in 
in  Figur  58  a. 


Erkl.  256.  Auch  in  Figur  58  b  ist  durch 
einfache  und  zweifache  Pfeilspitze  angegeben, 
dass  man  in  zwei  verschiedenen  Eichtungen 
nach  demselben  unendlich  fernen  Pnnkte  Sj 
oder  S'j,  S.^  oder  5'.,  gelangen  kann;  hierüber 
gilt  dasselbe  wie  in  Erkl.  255.  Man  wird  im 
allgemeinen  zwei  Parallelstrahlenbüschel  als 
gleichlaufend  annehmen  oder  nicht,  wenn  die 
von  ihnen  auf  demselben  Träger  ausgeschnitte- 
nen Pnnktreihen  gleichlaufend  sind  oder  nicht. 


Erkl.  257.  Da  man  im  Unendlichen  nur 
eine  einzige  Gerade,  aber  auf  dieser  viele  Punkte 
hat,  so  war  es  in  Aufgabe  57  nicht  möglich, 
dass  beide  Punktreihen  ins  Unendliche  kom- 
men, wohl  aber  hier  in  Aufjgabe  03,  dass  beide 
Scheitel  ins  Unendliche  kommen.  Dort  wären 
beide  Eeihen  zusammengefallen,  wenn  auch  t^ 
noch  ins  Unendliche  verlegt  worden  wäre,  hier 
bleiben  beide  Scheitel  wohl  getrennte  Punkte 
der  unendlich  fernen  Geraden. 


1.  Liegt  einer  der  Büschelscheitel, 
etwa  S^  im  Unendlichen,  so  wird  Büschel  S., 
zum  Parallelstrahlenbüschel  durch  die  Punkte 
der  Ponktreihe  t,  welche  von  den  Strahlen  des 
Büschels  S^  ausgeschnitten  werden  (Fig.  58  a) ; 
Verbindungsgerade  d-^,.2  der  Scheitel 
S^S^  ist  die  Parallele  nach  S^  durch  S^. 
W^ährend  t\  wieder  der  Parallelstrahl  durch 
-Sj  zu  t  ist,  wird  f^  zar  unendlich  fernen  Ge- 
raden selbst,  weil  ^2  und  F  im  Unendlichen 
liegen.  Dagegen  kommt  eine  andere  Unter- 
scheidung des  allgemeinen  Falles  hier  in 
Wegfall,  nämlich  die  Rücksicht  gleicher 
oder  ungleicher  Durchlaufungsrich- 
tung  beider  Büschel.  Denn  in  der  Richtung 
«ifejC,  wird  S^  durchlaufen  gegen  die  Uhr- 
zeigerdrehung, der  Parallelstrahlenbüschel  S^ 
aber  wird  in  der  Richtung  a^b^c^  durch- 
laufen mit  oder  gegen  den  Uhrzeiger,  je  nach- 
dem man  den  Scheitel  als  S.^  in  der  einen  oder 
als  »S".2  in  der  andern  Richtung  im  Unendlichen 
annimmt,  d.  h.  auf  entgegengesetzter  oder  auf 
gleicher  Seite  wie  S^  von  der  Punktreihe  /. 

2.  Liegen  beide  Büschelscheitel  im 
Unendlichen,  so  erhält  man  zwei  Parallel- 
strahlenbüschel S^S,^,  deren  entsprechende 
Strahlen  einander  in  den  Punkten  der  Reihe 
auf  dem  Träger  /  schneiden  (Fig.  58  b);  Ver- 
bindungsgerade r/i,2  beider  Scheitel  ist 
diesmal  die  unendlich  ferne  Gerade  selbst,  so 
dass  der  Schnittpunkt  D  des  gemeinsamen 
Strahles  beider  Büschel  und  der  Reihe  f 
zusammenfällt  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkte  F,  wie  auch  umgekehrt  der  Parallel- 
strahl /■  zur  Punktreihe  /  mit  dem  unendlich 
fernen  Strahle  (/^g  zusammenfällt.  Ueber 
die  Unterscheidung  der  Umlaufsrichtun- 
gen beider  Büschel  gilt  dasselbe  wie  zuvor: 
gleichlaufende  Büschel  entstehen  mit  Schei- 
teln S\  imd  ^'2  oder  S\  und  .S".^,  ungleich- 
laufende mit  Scheiteln  .S\  und  S'^  oder  S\ 
und  S.. 
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-»rt 


^B 


e°2> 


ooC  ' 


^l    f\    *X  A    ^2' 


Aufgabe  64.  Dieselbe  Aufgabe  für  un- 
endlich fern  liegende  Träger  zu  behandeln. 

Erkl.  258.  Da  mau  jede  Gerade  als  Ge- 
samtheit ihrer  beiden  Halbstrahlen  ansehen  muss, 
so  könnte  man  die  nebenstehende  Unterschei- 
dung der  Figuren  59  a  b  für  unnötig  und  beide 
Figuren  59  für  die  gleiche  Figur  ansehen,  wozu 
sie  auch  fürs  Auge  werden,  wenn  man  die  Strahlen 
jedes  Büschels  -S,  und  S^  beidemal  nach  bei- 
den Seiten  auszieht.  Wenn  aber  dadurch  der 
Unterschied  in  Figur  59  auch  verschwände,  so 
müsste  derselbe  gleich  wieder  hervorgeholt 
werden,  wenn  jeder  der  Büschel  von  einer 
(geraden  oder  krummen)  Punktreihe  ge- 
schnitten würde.  Man  müsste  dann  zu  den 
Schnittpunkten  der  einfach  gestrichenen 
Halbstrahlen  von  5,  zuordnen  entweder 
die  Schnittpunkte  aller  einfach  gestrichenen 
Halbstrahlen  von  S^,  oder  aller  zweifach 
gestrichenen.  Man  käme  zu  gänzlich  falschem 
Ergebnisse,  wenn  man  bald  die  eine,  bald  die 
andere  Kichtung  eines  Halbstrahls  zur  Er- 
zeugung der  Punktreihe  verwenden  wollte. 

Erkl.  259.  Die  Figuren  58b  und  59  ab 
zeigen  wieder,  dass  die  Kongruenz  als  beson- 
derer Fall  der  Projektivität  entsteht:  In  Fig.  58  b 
entstehen  kongruente  Parallelstrahlenbüschel, 
wenn  die  Gerade  t  den  Winkel  der  beiderlei 
Parallelrichtungen  halbiert,  in  Figur  59  a  und  b 
hat  man  stets  kongruente  Büschel,  da  je  zwei 
Paare  homologer  Halbstrahlen  (wegen  gleich- 
oder  ungleich-gerichteter  paralleler  Schenkel) 
gleichen  Winkel  bilden. 


Auflösung.  Wählt  man  für  f  die  unend- 
lich fern  liegende  Gerade,  so  schneiden  ein- 
ander je  zwei  entsprechende  Stralüen  beider 
Büschel  im  Unendlichen,  d.  h.  sie  sind  par- 
allel. Dabei  kann  man  die  Eichtung-  der 
zugeordneten  Halbstrahlen  in  beiden  Bü- 
scheln entweder  so  wählen,  dass  dieselben 
gleichgerichtet  oder  entgegengesetzt  gerichtet 
parallel  werden  (Figur  59 ab).  Der  ge- 
meinsame Strahl  beider  Büschel  d^,2  ^^^ 
jedesmal  dieselbe  Gerade,  wird  also  in  jedem 
der  beiden  Büschel  in  einer  bestimmten  Eich- 
tung vom  Scheitel  aus  gesehen:  Ist  diese 
Eichtung  bei  d^^  ^^^^  sonst  einem  Paai'  ent- 
sprechender Halbstrahlen  beidemale  die  gleiche 
Eichtung,  dann  sind  alle  homologen  Halb- 
strahlen gleichgerichtet,  ist  dieselbe  bei  d^,^ 
oder  sonst  einmal  die  entgegengesetzte,  dann 
sind  alle  homologen  Halbstrahlen  entgegen- 
gesetzt gerichtet;  denn  gleiche  ümlaufs- 
richtung  müssen  beide  Büschel  jedenfalls 
haben,  da  ja  die  unendlich  ferne  Gerade  nicht 
zwischen  den  Scheiteln  hindurchgehen  kann. 
In  beiden  Fällen  aber  treffen  einander  ent- 
sprechende Halbstrahlen  im  gleiche  n 
Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden:  sei 
es  nun  beidemale  <x  A,  B,  C-  •  •  (Fig.  59a) 
oder  das  eine  Mal  <xA,  B,  C,  das  andere 
Mal  coA',  ooB',  <xC'  (Figur  59  b). 


Aufgabe  65.  Welche  Eigenschaften 
müssen  kongruente  Strahlenbüschel 
besitzen? 


Aufgabe  66.    Wie  werden  die  Aussagen 
der  Erkl.  259  planiraetrisch  bewiesen? 


Angaben  über  die  projektivische  Verwandtschaft. 
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S,  TV  t  A  5,. 


Aufgabe  67.  Es  seien  gegeben  die  Scheitel 
zweier  projektivischen  Strahlenbüschel,  von 
denen  man  weiss,  dass  sie  in  perspektivischer 
Lage  seien.  Wie  viele  Bestimmungsstücke 
sind  noch  nötig  zur  Konstruktion  aller  zu- 
geordneten Strahlenpaare '? 

Erkl.  260.  Durch  Auffindung  des  Trägers  f 
lindet  man  auch  den  Punkt  auf  dem  gemein- 
samen Strahl  f7,,2.  welcher  als  Schnittpunkt  von 
'/j  und  d,  zu  gelten  hat,  während  im  allgemei- 
nen Falle  jeder  Punkt  auf  rfj.,  als  Schnittpunkt 
angesehen  werden  könnte.  —  Man  wiederhole 
hier  überhaupt  für  die  Strahlen  der  Büschel, 
was  in  Erkl.  253  und  254  über  die  Punkte 
zweier  BeLhen  angegeben  wurde. 

Erkl.  261.  Da  bei  perspektivisch  liegenden 
projektivischen  Strahlenbüscheln  alle  einander 
entsprechenden  Strahlenpaare  einander  auf  der- 
selben Geraden  schneiden  müssen,  wo  zwei 
Paare  es  thun,  so  erkennt  man,  dass  wenn  bei 
projektivischen  Büscheln  in  perspektivischer 
Lage  zwei  Paar  zugeordneter  Strahlen  parallel 


Auflösung.  Wenn  man  weiss,  dass  die 
beiden  Strahlenbüschel  perspektivisch  liegen, 
so  müssen  beide  Büschel  Projektionen  der- 
selben Pnnktreihe  sein,  und  durch  die  Ver- 
bindnngsgerade  der  Scheitel  ist  ein  sich  selbst 
entsprechender  Strahl  (7j,o  gegeben.  Man 
muss  also,  um  weitere  homologe  Strahlen- 
paare angeben  zu  können,  den  Träger  jener 
Punktreihe  auffinden  können.  Dazu  gehören 
zwei  Punkte,  welche  auf  dieser  Geraden 
liegen,  also  sind  erforderlich  zwei  Paare 
homologer  Strahlen  beider  Büschel,  d.h. 
zwei  Strahlen  des  einen  Büschels  und  die 
beiden  ihnen  entsprechenden  Strahlen  des 
andern  Büschels.  Die  Schnittpunkte  der  bei- 
den Strahlenpaare  liefern  als  Verbindungs- 
gerade den  Träger  f,  und  mit  dessen  Hufe 
kann  man  dann  zu  jedem  weiteren  Strahle 
des  einen  Büschels  den  homologen  finden, 
indem  man  seinen  Schnittpunkt  mit  t  ver- 


Fiffur  61. 
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sind,  dann  alle  homologen  Strahlenpaare   bindet  mit  dem  andern  Scheitel.    Man  erhält 

parallel  sein  müssen;  denn  jene  Gerade  ist  eben    ^[q  Aussage: 

die  unendlich  ferne.  e^    Z       -n,  .  ,,..,v 

Satz.    Bei  perspektivischer  Lage 

ist  die  projektivische  Verwandtschaft 
zweier  Büschel  mit  gegebenen  Scheiteln 
schon  durch  zwei  Paare  zugeordneter 
Strahlen  eindeutig  festgelegt. 


Aufgabe  68.  Dieselbe  Aufgabe  an  den 
Einzelfällen  der  Figuren  58  und  59  durch- 
zuführen. 


Figur  62. 


Aufgabe  69.  Man  zeige,  dass  in  Fig.  62 
eine  reciproke  Verwandtschaft  innerhalb  der- 
selben Ebene  mit  dem  Entsprechen  der  Punkte 
A  und  X  und  der  Geraden  a  und  x  her- 
gestellt werden  kann  durch  die  Eeihenfolge 
folgender  projektivischen  Beziehungen  in  per- 
spektivischer Lage: 


A'  *i  A 


At-2  aS-2  /\   ^/ 


A 

X  '^  "'  '^  S\ 
wobei  A,  X,  S  als  Büschelscheitel,   a,  x,  t 
als  Pnnktreihenträger  anzusehen  sind. 


Erkl.  262.  Nebenstehende  Auflösung  löst 
dieselbe  Aufgabe,  welche  in  Aufgabe  55  durch 
räumliche  Beziehungen  behandelt  wurde,  in 
lauter  ebenen  Konstruktionen.  Ebenso  wie 
dort  geschehen,  wählt  man  beliebig  die  bei- 
den Punkte  Ä,  X  und  (wechselseitig  durch 
die  beiden  Punkte  gehend)  die  denselben  ent- 
sprechenden Geraden  a,  x  —  dazu  willkürlich 
einen  Projektiousscheitel  —  in  Aufgabe  55  den 
räumlich  gelegenen,  in  Figur  62  einen  der  in 
gleicher  Ebene  gelegenen  Scheitel  S.^,  S\,  S'\. 
Die  Wahl  von  S.^  allein  bestimmt  t^,  S\,  S'\; 


Auflösung.  In  Figur  62  erhält  man 
durch  die  vorgeschriebene  Eeihenfolge  von 
Verwandtschaften  als  entsprechenden  Strahl 
zum  Punkt  A  die  Gerade  a,  zum  Punkt  X 
den  Strahl  x,  und  umgekehrt  zu  a  den  Punkt 
A,  zu  X  den  Punkt  X.  Soll  zu  einem  be- 
liebigen weiteren  Element  der  Ebene  das 
entsprechende  gesucht  werden,  so  unter- 
scheidet man,  ob  es  ist  1.  eine  Grerade  durch 
A  oder  X,  2.  ein  Punkt  auf  a  oder  x,  3.  ein 
Punkt  ausserhalb  a  und  x,  4.  eine  Gerade 
ausserhalb  A  oder  A';  die  beiden  letzten  er- 
geben sich  aus  den  beiden  ersten. 

1.  Für  eine  beliebige  Gerade  tv  durch  A, 
z.  B.  A  P,  findet  man  zunächst  auf  t^  einen 
Punkt  Tf^i,  projiziert  diesen  aus  S\  durch 
einen  Strahl  Wj  nach  der  Punktreihe  ^3  iß 
den  Punkt  TFo.  und  endlich  letzteren  Punkt 


Aufgaben  über  die  projektivische  Verwandtschaft, 
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zu  je  zweien  zusammen  bestimmen  S\  S'\  die 
S,t„  S\t,  die  S'\S,,  S'\t,  die  S\S.,.  Wäh- 
rend aber  S„  für  beide  Entwicklungen  (aus  A 
auf  a  und  aus  X  auf  x)  gebraucht  wird,  so 
ist  S\  nur  zu  verwenden  für  die  Entwick- 
lung aus  A  oder  auf  a,  S'\  nur  zu  ver- 
wenden für  die  Entwicklung  aus  X  oder  auf  x. 

Erkl.  263.  An  Stelle  der  beiden  ersten 
Entwicklungen  nebenstehender  Auflösung  hätte 
man  auch  die  beiden  entgegengesetzten  nehmen 
können,  nämlich  d  statt  tv  und  W  statt  D. 
Dann  wäre  entstanden:  aus  X  Strahl  d,  auf  t^ 
Punkt  i>,,  aus  S'\  Strahl  rf,,  auf  U  Punkt  J>.,, 
aus  Ä,  Strahl  d.^,  auf  x  Punkt  D.  Umgekehrt: 
auf  a  Punkt  Tr,'aus  .?..  Strahl  u\,  auf  t.^  Punkt 
TFj.  aus  .S",  Strahl  w\,  auf  t^  Punkt  W\,  aus 
^'Strahl  w.  Und  so  entsteht  die  sog.  reci- 
proke  Verwandtschaft,  indem  jedem  Punkt 
eine  Gerade,  jeder  Geraden  ein  Punkt  entspricht, 
einer  Punktreihe  ein  Strahlenbüschel,  und  um- 
gekehlt. Aber  diese  reciproke  Verwandtschaft 
ist  zugleich  eine  projektivische,  denn  da 
jedes  folgende  Gebilde  nur  durch  eine  Eeihe 
von  Projektionen  aus  den  vorhergehenden  ent- 
steht, so  müssen  auch  die  Punktreihen  projek- 
tivisch  sein  zu  ihren  zugeordneten  Strahlen- 
büscheln, und  jeder  Strahlenbüschel  projektivisch 
zu  seiner  homologen  Puuktreihe. 

Erkl.  264.  Von  jedem  der  beiden  Büschel 
A  und  X  sind  in  der  ursprünglichen  Figur 
schon  drei  Strahlen  vorhanden,  ebenso  auf 
jedem  der  Träger  a  und  x  drei  Punkte.  Es 
liegt  daher  die  Frage  nahe,  deren  entsprechende 
Elemente  aufzusuchen.  Man  hat  der  Eeihe 
nach  wie  in  der  vorigen  Erklärung: 


TT'g  aus  *S', 


durch  einen  Strahl  tv2  nach  der 


Panktreihe  a  in  den  Punkt  W.  Dieser  Punkt 
W  ist  das  entsprechende  Element  zur  Ge- 
raden n\ 

2.  Für  einen  beliebigen  Punkt  auf  x,  z.  B. 
Ponkt  D,  findet  man  zunächst  aus  S.-,  einen 
Projektionsstrahl  d^,  schneidet  diesen  mit  t.^ 
im  Punkte  Dg,  projiziert  D^  aus  S'\  durch 
einen  Strahl  d^  nach  der  Panktreihe  ?i  in 
den  Punkt  Dj,  imd  findet  so  den  zugehörigen 
Strahl  d  des  Büschels  A'  als  entsprechendes 
Element  zum  Punkte  D. 

3.  Um  das  entsprechende  Element  zu  einem 
beliebigen  Punkte  ausserhalb  a  und  x 
zu  finden,  z.  B.  zu  P,  zieht  man  die  beiden 
Strahlen  tc  =  .4P  und  d  =  XP,  sucht  deren 
entsprechende  Punkte  W  und  D,  und  erhält 
so  als  entsprechendes  Element  für  den  Punkt 
P  die  Verbindungsgerade  2^  =  ^rZ),  nämlich 
den  Schnittpimkt  der  Strahlen  n-  und  d. 

4.  Um  das  entsprechende  Element  zu  einer 
beliebigen  Geraden  ausserhalb  Ä  und  X 
zu  finden,  z.  B.  zu  p,  schneidet  man  jj  mit 
a  und  X  in  den  Schnittpunkten  W=  (ap) 
und  D  =  {xp),  sucht  die  entsprechenden  Ge- 
raden iv  und  d  dieser  Schnittpunkte,  und 
erhält  als  entsprechenden  Punkt  für  die  Ge- 
rade p  den  Schnittpunkt  P=  (ud),  nämlich 
die  Verbindungsgerade  der  Punkte  TT  und  D. 


Büschel  A  .Eeihe  t^ 

-vStrahl  X,  Punkt  (xt^), 

-^Strahl  i/,  Punkt  &,, 

->Strahl  z,  Punkt  (^,2), 


Büschel  S\ 
Gerade  «, 
Strahl  y, 

Strahl  r(Y,  f.,), 


Eeihe  t^, 
Punkt  X, 
Punkt  A, 
Punkt  (^,f,). 


Büschel  S.y 
Gerade  b, 
Strahl  y, 
Strahl  ^„ 


Eeihe  a 
Punkt  X 
Punkt  S\=  Y 
Punkt   (a/,)  =  Z 


zu  lesen  von  links  nach  rechts  oder  auch  von  rechts  nach  links. 


Ebenso  hat  man  der  Eeihe  nach: 

Büschel  X    Eeihe  (i  Büschel  S",  Eeihe  t., 

►Strahl  a,       Punkt  («<,),      Gerade  x,  Punkt  A, 

►Strahl  fc,        Punkt  S.„  Gerade  b,  Punkt  X 


Büschel  S.2     Eeihe  x 
Gerade  //,       Punkt  A 
Gerade  b,       Punkt  .s",  =  B 


►Strahl  c,        Punkt  (^,  c),      Strahl  -B(i,U,    Punkt  (<,/,),     Strahl  <,,        Punkt  (xt^)  —  C  <~ 

zu  lesen  von  links  nach  rechts  oder  auch  von  rechts  nach  links. 

In  der  That  entsprechen  einander  also  die  Punkte  A,  X  und  die  Strahlen  a,  x;  dem  iden- 
tischen Strahl  z,  c  die  identischen  Punkte  Z,  C  rückwärts  und  vorwärts. 


Aufgabe  70.  Auch  zu  anderen  vorhan- 
denen Elementen  der  Figur  62  die  ent- 
sprechenden Stücke  aufzusuchen. 


Aufgabe  71.  Zu  beliebigen  weiteren 
Punkten  und  Geraden  die  entsprechenden 
Elemente  nach  Figur  f>2  zu  konstruieren. 
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Aufgabe  72.  Zwischen  den  Auflösungen 
der  Aufgaben  55  und  69  soll  Uebereinstim- 
niung  hergestellt  werden.  


Figur  63. 


«1   A    ^  Ä    «2 


Aufgabe  73.  Man  soll  aus  Figur  63  die 
Hauptsätze  über  perspektivische  Dreiecke 
derselben  Ebene  herleiten. 


Erkl.  265.  Streng  genommen  hat  man  die 
gemeinsame  Voraussetzung  nebenstehender  Be- 
weise dahin  auszusprechen,  dass  die  gezeich- 
neten Figuren  nach  dem  Aufklappen  als 
Bilder  von  vorherigen  zu  erscheinen  haben. 
Denn  wenn  die  Dreiecke  A^B^Ci  und  AoB^C^ 
vorher  so  aussehen,  wie  in  der  Figur,  so 
würden  sie  durch  das  Aufklappen  ihre  Figur 
ändern  müssen.  Man  betrachtet  also  die  ge- 
zeichnet vorliegenden  Dreiecke  A^B^C^  und 
A^BoG.^  als  diejenigen  Figuren,  welche  nach 
dem  Aufklappen  zur  Erscheinung  gelangen, 
also  vor  dem  Aufklappen  vielleicht  anders 
ausgesehen  haben  mögen. 

Erkl.  266.  Man  kann  auch  je  den  einen 
dieser  beiden  Beweise  durch  indirekte  Be- 
weisführung auf  den  andern  zurückführen, 
etwa  in  folgender  Gestalt: 

1.  Würden  die  Strahlen  ^,^.3,  B^B.^,  C,C^ 
durch  den  Funkt  ;S'  gehen,  aber  der  Schnitt- 
punkt E'  nicht  mit  E  auf  der  Kante  q  zu- 
sammenfallen, so  könnte  man  ein  anderes  Drei- 
eck A'^B'^C'^  erhalten,  welches  diese  Eigen- 
schaft erfüllt  und  den  Schnittpunkt  E  auf  der 
Kante  q  liefert.  Nach  dem  zweiten  Satze 
müssten  für  dieses  Dreieck  aber  ebenfalls 
A\B'^C'2  die  Durchbohrungspunkte  der  Strah- 


Auflösung.  Die  beiden  Hauptsätze  über 
perspektivische  Dreiecke  sind  folgende: 

Satz  a.  Wenn  zwei  Dreiecke  in 
einer  Ebene  so  liegen,  dass  die 
Verbindungsgeraden  entsprechen- 
der Eckpunkte  durch  einen  Punkt 
gehen,  so  liegen  auch  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Seiten  auf 
einer  Geraden. 

Satz  b.  Wenn  zwei  Dreiecke  in 
einer  Ebene  so  liegen,  dass  die 
Schnittpunkte  entsprechender  Sei- 
ten auf  einer  Geraden  liegen,  so 
gehen  auch  die  Verbindungsgera- 
den entsprechender  Eckpunkte 
durch  einen  Punkt. 

1.  Zum  Beweise  des  ersten  Satzes  denke 
man  sich  die  beiden  Dreiecke  A^B^C\  und 
A^B^C^  in  verschiedenen  Blättern  e^^e^ 
auf  derselben  Ebene,  klappe  die  beiden  Blätter 
um  eine  (zunächst  unbestimmt  bleibende) 
Kante  auseinander  und  betrachte  den  Punkt 
S  als  räumlichen  Scheitel,  durch  welchen 
die  Dreiecke  Ä^B^C^  und  Ä^B^C^  aufein- 
ander projiziert  werden.  Dann  liegen  in  der 
Ebene  SA^B^A^B^  die  Kanten  A-^B^   und 
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len  von  S  nach  ^jß,  Cj   sein,   also  muss  das  Jj^.^    "'^'^   treffen    die    Kante    der   beiden 

Dreieck  A'oB'.C,  mit  dem   Dreieck  A.,ß.,C,.  Ebenen  in   demjenigen   Pnnkte  A",   den  die 

und  folglich  auch  Punkt  E  mit  E'  identisch  Kante  mit  der  Ebene  SAB  gemeinsam  hat, 

sein.  —  also  treffen  sie   auch   einander  auf  dieser 

2.  Würden  EÜK  auf  q  die  Schnittpunkte  Kante.    Das  gleiche  gilt  von  ^i  C^  imd  J5o  Q 

entsprechender  Seiten  sein,  aber  A^A.,,  B^Bo,  sowie  von  A.C,  und  A^C^,  also  treffen  ein- 

C,C^  nicht  alle  drei  durch  ^; gehen,  so  könnte  ^^^^^^  ^^  g^.^^^   ^^^  Dreiecke  A^B/.\  und 
man  ein  Dreieck  ^:^^^;3  5^.  hers^tellen^^w^^^^^^  ^    .^  ^^^  Schnittpunkten  auf  der- 

diese  Eigenschaft  mit  >4,  £.  C,  besitzt,  nachdem  ^v     ?        j„„  k^;j„^  ris+i-öt.  c    ^^T,A  c 

ersten  Satze  müssten  dann  für  dieses  Dreieck  selben  Kante  q  der  beiden  Blatter  ,,  und  «,. 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  eben-         g.  Zum  Beweise  des  zweiten  Satzes  denke 

falls  die  Pnnkte  EUK  der  Kante  3  sein,  also  ^^  ^^^^  ^.^^^^^  ^.^  j^^-^g^  Dreiecke  in  ver- 

mussauchdiesesDreiecJ^,£,C,imt^,£,^^^^  schiedenen  Blättern  auf  derselben  Ebene 

5>    c?C^de±ch^S'al?^  «nd  klappe  um  die   gegebene  Verbindungs- 

den  einen  Punkt  .s^  hindurchgehen.  gerade    der    Sclmittpunkte    als    Achse    die 

Blätter  auseinander.     Dann  liegen  in  einer 

Erkl.  267.  Will  man  auf  die  Ortsverän-  Ebene  die  Geraden .4i5iA'.-loÄ2,  also  liegen 
derung  der  Dreiecke  .4,5,  Cj  und  ^2  ^2  ^2  selber  auch  in  derselben  Ebene  die  Verbindungs- 
ganz verzichten,  und  jeden  der  beiden  Sätze  geraden  .^.^^  und  B^B^  und  treffen  ein- 
selbständig beweisen,  so  kann  dies  noch  auf  ^^^^^  j^  ^j^^^  Punkte  S.  Ferner  liegen  in 
eine  dritte  \\  eise  geschehen,  wie  m  den  folgenden  .  ttv.^^^  a\^  rc-^^Ac.^  n  r  urt  r  oic,-> 
Erkl.  268  und  269  geschieht,  allerdings  wieder  f^er  Ebene  die  Geraden  5^C  M  C^  also 
unter  Anwendung  räumlicher  Anschauungen  treffen  emanderm  einem  Punkte  -^  die.ei 
und  unter  Benützung  dessen,  dass  durch  Fig.  63  zweiten  Ebene  die  (jeraden  B^B.^  und  CiC,. 
für  perspektivische  Dreiecke  in  verschiede-  Ebenso  liegen  in  einer  Ebene  die  Geraden 
nen  Ebenen  die  Kichtigkeit  beider  Sätze  schon  A^C^EA^C.j,  und  es  treffen  einander  in  einem 
gezeigt  ist.  Beiden  Beweisen  liegt  die  Fig.  64  Punkte  S'"  dieser  dritten  Ebene  die  Geraden 
zu  Grund,  in  welchen  J, 5, C,  und  A.,B,C^  die  ^^  ^^  q  r  Xun  sind  aber  die  drei 
zu  betrachtenden  Dreiecke  sind.  Beide  hegen  Qg^^aden  A,A.„  B,B„  CX,  die  Kanten  der 
'liT^.  i:"D%e^gt  7i:^^Ji.^lt^.  fenannten  irei  Ebenen  uid  die  Kanten  dreier 
hervor  einmal  die  Gerade  6;ä.ä.,  also  auch  t^^enen  gehen  stets  durch  einen  einzigen 
alle  nach  S,S,  führenden  Geraden,  und  dann  Punkt,  also  müssen  auch  jene  drei  Punkte 
die  drei  Gefaden  KA^B^ ,  EB^  C. ,  HA^  G,,  5'  S'  S"  in  diesem  einzigen  Punkte  zusammen- 
weich letztere  drei  wieder  in  einer  Ebene  liegen,  fällen,  die  drei  Geraden  AiA^,  B^B.,,  C^C^ 
Die  Umrandungen  der  beiden  Ebenen  sind  der  gehen  durch  denselben  Punkt. 
Deutlichkeit  wegen  in  der  Figur  nicht  an- 
gegeben, um  allzu  starke  Anhäufung  von  Linien 
zu  vermeiden. 

Erkl.  268.    1.   Sind  A,B,C,   und  AoB^C.  Erkl.  269.    2.  Sind   A,B,C,   und  A.B,C, 

die   beiden   Dreiecke   in    gleicher   Ebene,  von  die   beiden   Dreiecke   in   gleicher   Ebene,  von 

denen  man  weiss,  dass  A^A.„  B^B.^,  CtC\  iiurch  denen  man  weiss,  dass  die   drei  Schnittpunkte 

denselben  Punkt  .§„  hindurchgehen",  so  lege  man  K,  E,  H  der   Geradenpaare  A^B,   und   A.^B^_, 

durch  ,s„   eine  beliebige   Gerade  im  Raum,  £,C,   und   B^C.,,    A^C\   und  J.,C.,   auf   e'iner 

wähle  auf  derselben  zwei  Scheitel  .S,   und  .S,  Geraden  liegen,  so  lege  man  durch  die  Gerade 

und   projiziere   von    ihnen   aus   bezüglich    die  EHK  eine  beliebige  Ebene  im  Baume  und 

Dreiecke  A^B^Cy   und  A^B^C.,.     Dann  liegen:  projiziere    auf  dieselbe   von   einem    beliebigen 

1.   In   derselben   Ebene   mit    den    Geraden  sonst  wo  im  Räume  gelegenen  Scheitel  ^'^  das 

>•  SS,  und   .S,^,^,  auch    die   Geraden    S.A,  Dreieck  A,B,C„   so  dass  m  dieser  Ebene  em 

und   S.,A.,,  schneiden   also   einander  in   einem  Dreieck  A,B.,C^  entsteht.     Danu  sind  A,B,C, 

Punkte  J  .  '^^^   A^B^C^   zwei   perspektivische   Drei- 

«    T    'j       IV       T^u            -i    j       o      j-  ecke   in   verschiedenen  Ebenen,   und   folglich 

•    \.^°fc'?'«    ?^^°^    "'V   ."    r      5f  müssen  deren  entsprechende  Seiten  (nach  Fig- 63) 

s.S.S,  und  ,S  5.5,   liegen   auch  die  Geraden  ^.^^^^^^^    j^    den    Punkten    einer    GerSden 

>,5,    «nd   ^^1.   schneiden   also    einander   m  treffen:  also  trifft  ^,,Z?,  mit  ^,  B,  zusammen  auf 

einem  l^unkte  B.,.  ^^^  ^^^^  ^^^  h^iAtii  Ebenen  in  dem  Punkte  Ä', 

3.   In   derselben   Ebene    mit    den   Geraden  wo   auch   A^B^   hindurchgeht.      Und   hiernach 

•S-S-S  und   S^C.C^  liegen  die  Geraden  .S',C,  muss    nicht    nur   A.,B^   mit   A,B,    und   A.B^ 

und  ^jCa,   schneiden    also   einander  in  einem  durch  K,  sondern  ebenso  auch  B^C^  mit  BJC, 

Punkte  Cy  nnd  Ä,(7,  durch  E.   C.A.,  mit  C,/Jo  und  C.A^ 

Die  drei  Pnnkte  A^B^C^  bilden  also  ein  im  durch  H  hindurchgehen.  Demnach  sind  auch 
Räume  liegendes  Dreieck,  und  dieses  liegt  wieder  ^sßgCs  und  ^,^2^1  zwei  Dreiecke  in  ver- 
perspektivisch sowohl  mit  A^B^C^  als  auch  schiedenen  Ebenen,  deren  entsprechende  Seiten 
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Fiarur  64. 


mit  A<^  B.^  C\.  Ersteres  findet  statt,  weil  die  Ver- 
bindungsgeraden Ä^  Jg,  ßj  Bg,  Cj  Cg  durch  einen 
Punkt  .s'i  gehen:  und  hat  (nach  Figur  63)  zur 
Folge,  dass  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
A^B^  und  J3B3,  J5,Cj  und  ^^Cg,  C^A^  und 
C-^A.  alle  drei  auf  einer  Geraden  liegen 
müssen.  Letzteres  findet  statt,  weil  ebenso  die 
Verbindungsgeraden  A^A^,  B.^Bs,  CoC..  durch 
einen  Punkt  S  gehen T  und  hat  (nach  Fig.  63) 
zur  Folge,  dass  auch  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden AoB^  und  ^g-Bg,  B^C^  und  ßgC«,  C^A^ 
und  C^A.,  alle  drei  auf  einer  Geraden  liegen 
müssen.  Es  trifft  also  jedesmal  die  Gerade 
A^B.  bezw.  JSgCg  oder  CgJg  beide  Geraden 
^jJBj  und  A^B^  bezw,  B^C\  und  BoC,  oder 
C,^j  und  C^A^,  ohne  doch  mit  ihnen  in  einer 
Ebene  zu  liegen,  folglich  muss  der  Schnittpunkt 
von  A^Bg  bezw.  B.C„  oder  C^,A^  je  mit  den 
beiden  andern  mit  dem  Schnittpunkt  dieser 
beiden  zusammenfallen,  und  folglich  liegen  auch 
die  Schnittpunkte  von  A^B^  und  A^B^,  B^C^ 
und  B.2C.2,  C^A^  und  C^A.,  auf  dieser  einen 
Geraden,  nämlich  der  Schnittgeraden  der 
Grundebene  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  A,B„  Co. 


durch  gemeinsame  Punkte  einer  Geraden 
hindurchgehen,  und  folglich  müssen  (nach  Fig.  63) 
auch  die  Verbinduugsgeraden  der  entsprechen- 
den Eckpunkte  ^2-^37  ^i^^i  C^C^  durch  einen 
Punkt  S.2  hindurchgehen.  Verbindet  man  nun 
die  Punkte  S^  und  S.^  durch  eine  Gerade,  so 
liegen  mit  dieser  Geraden  in  einer  Ebene: 

1.  Die  Strahlen  S^A^A^  und  S.-,A^A^,  also 
auch  in  gleicher  Ebene  .VjÄ,  und  A^A^. 

2.  Die  Strahlen  S^B^B^  und  S.^B,,B^,  also 
auch  in  gleicher  Ebene  N,  .S'^  und  JBjÄ,. 

3.  Die  Strahlen  S^CgC^  und  S^C^C^,  also 
auch  in  gleicher  Ebene  .*>',  .S'^  und  Cj  C'j. 

Hiernach  muss  6',  S^  die  drei  Geraden  A^  A.,, 
B,B^,  C^C^  treifen.  Diese  liegen  in  einer 
Ebene,  also  kann  ihr  Schnittpunkt  mit  S^S., 
nur  derjenige  einzige  Punkt  sein,  wo  «S, Ä'j 
diese  Ebene  durchbohrt,  und  folglich  müssen 
^j^2'  ^-^2?  ^1^2  alle  drei  durch  denselben 
Schnittpunkt  hindurchgehen,  nämlich  den 
Schnittpunkt  S^,  der  Geraden  Äj.?^  mit  der 
Ebene. 


Aufgabe  74.    V^^ie  lassen  sich  die  Sätze 
der  vorigen  Aufgabe  73  verallgemeinern? 


Aufgabe  75.    Man  soll  Analogien  dieser 
Sätze  in  der  Planimetrie  aufsuchen? 


Aufgaben  über  die  projektivische  Verwandtschaft. 
Figur  65. 
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Aufgabe  76.  Für  zwei  projektivische 
Punktreihen  in  schiefer  Lage  sollen  die  Einzel- 
fälle der  allgemeinen  Figur  65  untersucht 
werden. 


Erkl.  270.  Wie  schon  in  Erkl.  107  ange- 
führt wurde,  sind  von  den  zehn  Paaren  der 
Gebilde  in  Figur  65  sieben  in  perspektivischer 
und  drei  in  schiefer  Lage.  Sollen  aber  zwei 
Gebilde  in  perspektivischer  Lage  sein,  so 
können  unmöglich  ihre  Träger  in  vereinigter 
Lage  sein.  Denn  eine  Punktreihe  kann  von 
einem  ihrer  eigenen  Punkte  nicht  projiziert 
werden,  ein  Strahlenbüschel  von  einem  seiner 
eigenen  Strahlen  nicht  geschnitten  werden;  .und 
ebensowenig  kann  es  einen  Strahlenbüschel  ge- 
ben, durch  welchen  zwei  verschiedene  auf  gleichem 
Träger  liegende  Punktreihen  aufeinander  pro- 
jiziert werden,  oder  eine  Punktreihe,  durch 
welche  zwei  verschiedene  durch  gleichen  Scheitel 
Liebende  Strahlenbüschel  aufeinander  projiziert 
werden. 


Erkl.  271.     Die  vier   einzelnen  Fälle   der 
vereinigten  Lage: 

^j^,  oder  ^,Sj,  oder  t^S^,  oder  t^S.^  und  t^S^ 
geben  nur  dreierlei  verschiedene  Arten,  da  die 
beiden  mittleren  Fälle  völlig  gleichwertig  sind. 
Während  aber  diese  Einzelheiten  hier  nur  als 
unwesentliche  Abänderungen  und  etwa  als  Zu- 
lälligkeiten  erscheinen  mögen,  so  treten  sie 
später,  als  wichtige  Besonderheiten  auf,  indem 
gerade  der  zweite  und  dritte  Fall  nebenstehen- 
der Auflösung  im  II,  Teile  des  folgenden  Bandes 
dieses  Lehrbuches  ganz  selbständige  Behand- 
lung erfahren  muss  (wenn  eine  Kurve  durch 
Tangenten  mit  Berührungspunkten  bestimmt  ist). 


Auflösung.    In  Figur  65  ist: 

^  Ä  Sf,  7^  <o  TV  ^2  Ä  h- 
Dabei  können  als  Einzelfälle  auftreten  un- 
endlich ferne  Lage  einzelner  Elemente  und 
vereinigte  Lage  einzelner  Elemente.  Da  aber 
ausser  t^  TT  h  ^^^  "^^^  ^^^^^  Beziehungen 
in  schiefer  Lage  vorhanden  sind,  so  kann 
auch  nur  für  diese  die  vereinigte  Lage  ein- 
treten.   Man  hat  also  die  Möglichkeiten: 

1.  t^  und  #2  ^^^  gleichem  Träger 
(siehe  unten  Aufgabe  84).  Dabei  hätte  jeder 
Punkt  zweierlei  Benennung  zu  erhalten,  wie 
in  Figur  65  bloss  der  Schnittpunkt  D^E.^. 

2.  ty  und  Äg  oder  t^  und  S^  in  vereinig- 
ter Lage,  d.  h.  der  Scheitel  liegt  auf  der 
Punktreihe,  die  Punktreihe  geht  durch  den 
Scheitel.  Man  hat  also  den  Fall  der  Auf- 
gabe 53  und  54  (Figur  54).  Und  in  die 
Figur  65  tritt  an  Stelle  des  allgemeinen  Teiles 
jene  besondere  Beziehung  ein. 

3.  ^,  und  6^2  und  gleichzeitig  t^  und 
«Sj  in  vereinigter  Lage,  also  S^  auf  t^ 
und  6'j  auf  t^  liegend,  t^  durch  S^  und  f^ 
durch  <S'j  gehend. 

4.  Femer  kann  ins  Unendliche  verlegt 
werden  /,  oder  t^  oder  <■„,  wie  in  Aufgabe  57,1 
und  Figur  55  a  behandelt  wurde  oder  in 
Aufgabe  64  und  Figur  59, 

5.  /i  und  zugleich  t^  im  Unendlichen, 
also  der  vorige  Fall  4  zusammen  mit  dem 
ersten  Fall  1  der  vereinigten  Lage. 

6.  >",  oder  S^  im  Unendlichen,  wie 
behandelt    wurde    in    Aufgabe    57,2     und 


126 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.    I.  Teil. 
Figur  66. 


\  OOfgj^Oj 


Erkl.  272.  Ebenso  treten  auch  die  Einzel- 
heiten der  unendlich  fernen  Lage  einzelner 
Elemente  später  in  besonderer  Wichtigkeit  her- 
vor, indem  bestimmte  Kurven,  z.  B.  Parabel 
stets  durch  Zuhilfenahme  unendlich  ferner  Ele- 
mente behandelt  werden  müssen.  Und  für  die 
späteren  Untersuchungen  bildet  es  eine  beson- 
dere Erleichterung,  wenn  ihre  Art  und  Weise 
schon  durch  die  hier  vorliegende  Behandlung 
im  Einzelfalle  vorbereitet  worden  ist. 


Erkl.  273.  Figur  66  zeigt  den  besonderen 
Fall,  dass  die  beiden  Punktreihen  auf  f,  und  t^^ 
kongruent  sind,  denn  t^\\t.^  und  S.^  im  Un- 
endlichen ergeben  lauter  Parallelogramme,  Man 
könnte  daher  diese  Erzeugungsweise  leicht  be- 
nützen, um  zu  gegebenen  t^t^  nebst  drei  zu- 
geordneten Punktepaaren  KAB  die  Vermitt- 
lungsglieder t^  <Sj  §2  ZU  finden.  Denn  die  Ver- 
bindung z.  B.  von  K^  mit  K^  liefert  den  Punkt 
Ä', ,  durch  welchen  ^o  1 1  ^j  zu  legen ,  tmd  die 
Richtung  nach  Sj.  Und  -So  entsteht  durch  Ver- 
bindung der  zwei  noch  übrigen  Punktepaare, 
z.  B.  ^0^2  ^i^d  jBo-B«'  Man  kann  sich  also  die 
Punktreihe  t^  sich  selbst  parallel  und  kongruent 
hinübergeschoben  denken,  bis  ein  Punkt  K^  den 
entsprechenden  K^  deckt,  so  dass  die  Punkt- 
reihen perspektivisch  werden,  und  dann  Aveiter 
verfahren,  wie  bei  Punktreihen  in  perspektivi- 
scher Lage. 


Figur   55  b,    sowie    in    Aufgabe    63,1    und 
Figur  58  a. 

7.  S^  und  zugleich  S^  im  Unend- 
lichen, wie  behandelt  wurde  in  Aufgabe  63,2 
und  Figur  58  b. 

8.  t'^  und  zugleich  S^,  oder  t^  und  zugleich 
S^  im  Unendlichen,  also  die  vorigen  Fälle 
4  und  6  zusammen  mit  Fall  2  der  ver- 
einigten Lage. 

9.  Weiter  kann  noch  der  Fall  eintreten, 
dass  zwei  der  vorkommenden  Punktreihen 
parallele  Träger  haben,  also: 

^1 II  ^2,  oder  t^  II  ^0,  oder  t.^  \\  t^, 
wie  in  Aufgabe  58  und  Figur  56  behandelt 
wurde. 

10.  Endlich  kann  von  den  genannten 
Fällen  noch  der  eine  mit  dem  andern  irgend 
wie  zusammentreffen.  Ein  solches  Beispiel 
zeigt  Figur  66,  wo  gleichzeitig  S^  im  Un- 
endlichen und  t^  II  t^:  Die  Strahlen  nach  S^ 
sind  daher  alle  parallel,  die  Punkte  Iqi  und 
/qi  fallen  alle  vier  zusammen  in  dem  un- 
endlich fernen  Punkt,  in  welchem  einander 
ty  und  tQ  treffen,  und  ebenso  fallen  zusammen 
die  Punkte  F^I.^  auf  t^  und  die  Strahlen  f^i^ 
durch  S», 


Aufgabe  77.  Man  zeichne  zu  möglichst 
vielen  der  in  Aufgabe  76  angeführten  Einzel- 
fälle die  Figuren. 


Aufgabe  78.     Welche  Elemente  von  t^ 
und  ^2  sind  geeignet,  die  übrigen  Stücke  der        Auflösung.    Wenn  für  Figur  65  gegeben 
Figur  65  auffinden  zu  lassen?  sind  diejenigen  Stücke  von  t^  und  (2,  welche 
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Erkl.  274.  Da  die  Elementepaare  H^^I^^Ky, 
auf  den  ursprünglichen  Punktreihen  t^  und  f., 
durch  keinerlei  Eigenschaften  sich  von  belie- 
bigen anderen  Elementepaaren  auszeichnen,  so 
liefert  nebenstehende  Auflösung  den  Schluss, 
dass  durch  drei  beliebige  Elementepaare  zweier 
Punktreihen  die  proiektivische  Verwandtschaft, 
beigestellt  werden  kann.  Es  fehlt  nur  an  dieser 
Stelle  noch  der  Nachweis,  dass  die  so  hergestellte 
Verwandtschaft  eindeutig  festgelegt  ist,  dass 
also  gleiche  Zuordnung  von  Elementen  ent- 
stehen muss,  welche  Elementepaare  mau  auch 
fax  HIK  benützt:  dieser  Nachweis  wird  durch 
die  harmonische  Beziehung  erbracht  (siehe 
das  erste  Kapitel  des  folgenden  II.  Bandes  der 
projektivischen  Geometrie). 


t^,  .S'i  und  S^  finden  lassen,  so  kann  man 
die  ganze  Figur  wieder  herstellen.  Dies 
sind  aber: 

1.  die  Elemente  K^  und  K^,  welche  einen 
Punkt  von  t^  und  einen  Strahl  durch  S^  er- 
geben, sodann 

2.  die  Elemente  I^  und  1^,  welche  einen 
zweiten  Punkt  von  t^  tmd  einen  Strahl  durch 
S^  ergeben,  und 

3.  die  Elemente  H^  und  H^,  welche  je 
einen  zweiten  Strahl  durch  S'j  und  .?.,,  also 
mit  den  vorigen  diese  Punkte  selbst  ergeben. 

Also  kann  man  aus  den  Elementepaaren 
H^.,I^^K^z  die  Figur  65  vollständig  auf- 
bauen. 


.  Aufgabe  79.  Man  soU  aus  drei  Paaren 
zugeordneter  Elemente  zweier  Pnnktreihen 
beliebig  viele  weitere  zugeordneten  Punkte- 
paare  linden  nach  Aufgabe  78  oder  nach 
Erkl.  273. 


Figur  67. 


Sr/\tiJ\So7\hy\S^ 


Aufgabe  80.  Für  zwei  projektivische 
Strahlenbüschel  in  schiefer  Lage  sollen  die 
Einzelfälle  der  allgemeinen  Figur  67  unter- 
sucht werden. 


Auflösung.     In  Figur  67  ist: 


Erkl.  275i  Für  die  nebenstehende  Auf- 
lösung gelten  zum  grössten  Teil  dieselben  Be- 
merkungen, welche  in  den  Erkl.  270  bis  272 
zu  den  projektivischen  Pnnktreihen  gemacht 
wurden.  Auch  sind  die  nebenstehenden  Fälle 
ziemlich  genau  analog  den  ersten  Fällen  der 
Aufgabe  76.  Im  fünften  Falle  ist  ein  Unter-  -  . 
schied  in  der  Hinsicht,  dass  wenn  zwei  Punkt-   (siehe  unten  Aufgabe  85).    Dabei  hat  jeder 


^i  i\  ^  Ä  ^0  A  *i  Ä  ^1- 
Dabei  können  als  Einzelfälle  wieder  auf- 
treten unendlich  ferne  Lage  und  vereinigte 
Lage  einzelner  Elemente.  Die  letztere  Be- 
ziehung kann  nui*  vorkommen  für  die  drei 
in  schiefer  Lage  belindlichen  Gebildepaare, 
so  dass  man  also  hat: 


1.    S\  und  6*2    in  gleichem  Scheitel 
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reihen  unendlich  fern  liegen,  sie  notwendig  in 
vereinigter  Lage  sein  müssen,  wenn  aber  die 
Scheitel  zweier  Strahlenbüschel  unendlich 
fern  liegen,  so  können  sie  sowohl  getrennt 
liegen  (Fall  5)  als  auch  vereinigt  (Fall  8). 

Erkl.  276.  In  Figur  68  ist  wieder  einer 
der  besonderen  Fälle  einzeln  konstruiert:  Die 
Eigentümlichkeit  besteht  darin,  dass  der  Träger 
der  Punktreihe  t^,  durch  welchen  die  Büschel 
S^  und  S(,  miteinander  verknüpft  werden,  die 
Winkel  der  beiden  zugeordneten  Strahlen  i^  und 
«2  halbiert,  und  dass  dabei  auch  die  Strecken 
(Sa  Ig  =  Sf,I^.  Dadurch  wird  u^  zur  Symmetrie- 
achse des  Dreiecks  S^I^S^,  und  da  hierdurch 
auch  S.iK^  =  -S^Äj,  so  wird  t(,  Symmetrieachse 
beider  Büschel  S^  und  S^,  also  Büschel  S^  kon- 
gruent mit  S^.  Man  kann  daher  diese  Er- 
.  zeugungsweise  auch  wieder  benützen,  um  zu  ge- 
gebenen Sj  Sj  nebst  drei  zugeordneten  Strahlen- 
paaren iab  die  Vermittlungsglieder  S^^t^t^  zu 
finden.  Denn  der  Schnittpunkt  z.  B.  von  i\i^ 
liefert  die  Punktreihe  t^,  gegen  welche  S^  zu 
^2  symmetrisch  wird.  Und  ^,  entsteht  durch 
Schnitt  der  zwei  noch  übrigen  Strahlenpaare, 
z.  B.  Oo«!  und  fco&i.  Man  kann  sich  also  den 
Strahlenbüschel  S.^  sich  selbst  kongruent  so 
herübergeklappt  denken,  dass  sein  Strahl  ^ 
den  Strahl  «\  deckt,  so  dass  also  die  Büschel 
Sq/Si  perspektivisch  liegen,  und  dann  weiter- 
fahren wie  bei  Strahlenbüscheln  in  perspektivi- 
scher Lage. 


Strahl  doppelte  Benennung,  nicht  bloss  der 
Verbindungsstrahl  d^  e<^,  wie  in  Figur  67  u.  68. 

2.  S^  und  ^2  oder  S^  und  t^  in  ver- 
einigter Lage,  wie  schon  in  Aufgabe  76,2. 

3.  S^  und  ^2  und  zugleich  S^  und  t^  in 
vereinigter  Lage. 

4.  Unendlich  ferne  Lage  können  auf- 
weisen S^  oder  S^  oder  Sq  wie  in  Auf- 
gabe 76,6. 

5.  S^  und  zugleich  S^  im  Unend- 
lichen, aber  in  verschiedenen  Punkten 
der  unendlich  fernen  Geraden. 

6.  t^  oder  t^  im  Unendlichen,  wie  in 
Aufgabe  76,4. 

7.  *S'i  und  zugleich  t^,  oder  S^  und  zu- 
gleich ^j  im  unendlichen,  also  in  ver- 
einigter Lage. 

8.  S^  und  zugleich  -S'2  im  Unend- 
lichen, und  zwar  in  vereinigter  Lage,  d.  h. 
im  gleichen  Punkte  der  unendlich  fernen 
Geraden  (vergleiche  den  ersten  und  fünften 
Fall). 

9.  1 11  f^. 

10.  Zusammentreflfen  einzelner  der  vorigen 
Fälle  miteinander;  oder  sonstige  —  beson- 
ders mit  Masseigenschaften  verknüpfte  — 
Einzelheiten  (vgl.  Figur  68  und  Erkl.  276). 


Figur  68. 


Aufgabe  81.  Man  zeichne  zu  möglichst 
vielen  der  in  Aufgabe  80  angeführten  Einzel- 
fälle die  Figuren. 
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Aufgabe  82.  Welche  Elemente  von  S^ 
und  S'a  sind  dazu  geeignet,  um  damit  die 
übrigen  Stücke  der  Figur  67  aufzufinden? 

Erkl.  277.  Auch  hier  gilt,  was  in  Erkl.  274 
zu  Aufgabe  78  angeführt  wurde.  —  Vergleicht 
man  das  Ergebnis  mit  Figur  68  und  Erkl.  276, 
so  muss  die  Anffassungsweise  entscheiden.  Be- 
nützt man  Masseigenschaften  und  lässt  die 
kongruente  Verschiebung  des  Büschels  als  ein- 
fache Operation  zu,  so  wird  Figur  68  in  diesem 
Sinne  nur  zwei  Operationen  erfordern;  ver- 
meidet man  Massbeziehungen,  so  wird  das  neben- 
stehende Verfahren  nach  Figur  67  als  weitaus 
einfacheres  zu  gelten  haben,  wenn  es  auch  alle 
vier  Operationen  erfordert  —  aber  ausschliess- 
lich linearer  Natur. 


Auflösung.  Wenn  für  Figur  67  diejenigen 
Stücke  von  S^  und  S2  gegeben  sind,  welche 
Sf^t^t^  finden  lassen,  so  kann  man  die  ganze 
Figur  wiederherstellen.    Diese  sind: 

1.  die  Elemente  A-j  und  k^,  welche  einen 
Strahl  durch  Sq  und  einen  Punkt  von  ^1 
ergeben, 

2.  die  Elemente  i^  imd  i^,  welche  einen 
zweiten  Strahl  durch  Sq  und  einen  Punkt  f^ 
ergeben, 

3.  die  Elemente  Aj  und  h^,  welche  noch 
je  einen  weiteren  Punkt  atif  t^  und  f. 2,  also 
mit  den  vorigen  Punkten  diese  Geraden  selbst 
ergeben. 

Also  kann  man  aus  den  Elementen 
Äj2«i2^i2  die  Figur  67  vollständig  aufbauen. 


Aufgabe  83.  Man  soll  aus  drei  Paaren  zu- 
geordneter Elemente  zweier  Strahlenbüschel 
beliebig  viele  weiteren  zugeordneten  Strahlen- 
paare finden  nach  Aufgabe  82  oder  Erkl.  276. 


Figur  69. 
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Aufgabe  84.  Man  konstruiere  zwei  pro- 
jektiviscli  verwandte  Punktreihen  auf 
gemeinsamem  Träger. 

Erkl.  278.  In  Figur  69  ist  Punkt  Z>,  E.,_ 
als  Punkt  von  f,  zugeordnet  zu  2).,  auf  f.,,  als 
Punkt  von  t.,  zugeordnet  zu  E^  auf  t^ ;  ebenso 
entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkt  t\  auf 
t^  der  Punkt  Fo  auf  /,;  und  diesem  gleichen 
Punkt  F„,  aufgefasst  als  Punkt  L,  auf  <,.  ent- 
spricht Z/'o  auf  ty  —  In  Figur  70  ist  ebenso 
i\  der  zugeordnete  zum  unendlich  fernen  Punkt 
F,  auf  ^, ;  demselben  Punkt  l\^  aufgefasst  als 
L, ,  entspricht  L.^  auf  ^,  und  diesem  Punkte 
wieder,  aufgefasst  als  A'„  entspricht  Punkt  E.^, 

.Sachs,  Projektivische  (neuerei  Geometrif.    T.  Tfil 


Auflösung.  Um  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Punktreihen  auf  gemeinsamem  Trä- 
ger zu  erhalten,  denkt  man  sich  am  besten 
diesen  Träger  als  Doppelgerade,  so  dass  die 
eine  Gerade  für  die  Ponktreihe  /,,  die  andere 
für  die  Punktreihe  t^  als  Träger  dient. 
Nimmt  man  dann  für  jede  Reihe  einen  Scheitel 
eines  projizierenden  Strahlenbüschels  S^S^ 
und  setzt  dann  beide  in  Verbindung  durch 
eine  Punktreihe  /(,>  so  hat  man  durch  die 
Aufeinanderfolge: 

'1  Ä  ^1  K  '0  Ä  5.  Ä  «. 
9 
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Figur  70. 
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der  selber  wieder  als  i)i   mit  Z)^  zusammen- 
gehört. 

£rkl.  279.  Man  sieht ,  dass  die  seihst- 
entsprechenden  Punkte  in  Figur  69  und 
70  entstehen  müssen  als  die  Schnittpunkte  von 
ij2  init  ^0  ^Ji'i  °ii^  df^™  Verbindungsstrahl  Sj  S^. 
Doch  haben  vereinigt  liegende  Punktreihen 
nicht  jedesmal  notvpendigerweise  zwei  Doppel- 
punkte. Es  können  nämlich  zwar  nie  mehr 
als  zwei  Doppelpunkte  auftreten,  wohl  aber 
etwa  nur  einer  (wenn  z.  B.  in  Figur  69  die 
Verbindungsgerade  SjSj  durch  7  hindurchgeht,) 
oder  auch  gar  keiner.  Umgekehrt  bildet  es 
aber  eine  besondere  Aufgabe,  zu  zwei  solchen 
vereinigt  liegenden  Punktreihen  die  etwa  vor- 
handenen Doppelpunkte  aufzufinden, 
wenn  die  Zuordnung  der  Reihen  durch  andere 
Punktepaare  gegeben  ist.  Nach  dem  Bei- 
spiel der  Figuren  69  und  70  können  also  solche 
Eeihen  ohne  Doppelpunkte  mittels  der  ein- 
zigen Punktreihe  <„  nicht  konstruiert  werden, 
weil  dort  die  Schnittpunkte  II  und  I  —  zwar 
in  einem  Punkte  zusammenfallen  können,  nie 
aber  ganz  verschwinden.  Zu  solchem  Zwecke 
projiziert  man  nun  etwa  t^  aus  S^  auf  t^,  und 
behandelt  dann  ^^  und  t.2  selbst  ausführlich  wie 
in  den  früheren  allgemeinen  Fällen. 

Erkl.  280.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist 
die  Untersuchung  der  gleichlaufenden  bezw. 
ungleichlaufenden  Verwandtschaft  der 
Punktreiheu  auf  gleichem  Träger.  Die  Reihen- 
folge der  Elemente  beider  Reihen  muss 
wegen  der  Projektivität  in  allen  Gebilden  selbst- 
verständlich die  gleiche  sein,  nämlich  in  <,, 
S„  t^,  S^,  t^  jedesmal  AHEDILFG  in  Fig.  69 
bezw.  ABHGLDIEF  in  Figur  70.  Wenn 
man  aber  den  Durchlauf  der  Elemente  in  t^ 
und  u  in  Figur  69  und  70  nach  diesen  Reihen- 
folgen durchmacht,  so   findet  man  in  Figur  69 


wieder  t^  und  t^  in  projektivische  Beziehung 
gebracht  (siehe  Figur  69  und  70).  Dabei 
treten  dann  wieder  die  besonderen  Elemente 
auf,  wie  in  Figur  65,  nämlich  F  und  G  als 
unendlich  ferne  Punkte  und  Fluchtpunkte 
beider  Eeihen,  H  als  Punkt  auf  dem  Ver- 
bindungsstrahl Äj  S^ ,  I  als  gemeinsamer 
Punkt  der  drei  Punktreihen  foij.  Dagegen 
hat  D,  E  als  gemeinsamer  Punkt  beider 
Eeihen  t^t2  keine  ausgezeichnete  Bedeutung 
melir,  vielmehr  ist  jeder  Punkt  auf  t^^ 
als  doppelter  Punkt  aufzufassen:  einmal 
als  Punkt  von  t^,  der  seinen  entsprechenden 
auf  ^2  irgendwo  sonst  hat,  —  und  einmal  als 
Punkt  von  t^,  der  wieder  seinen  entsprechen- 
den auf  t^  sonst  irgendwo  hat:  so  in  Fig.  69 
und  70  die  Punkte  D^E^,  L^F^  (Figur  70 
auch  E^L^.  Nur  ausnahmsweise  kommt 
es  vor,  dass  der  Punkt  von  t^  seinen  ent- 
sprechenden Punkt  von  t^  nicht  sonstwo  hat, 
sondern  im  gleichen  Punkte,  dass  also 
dieser  Punkt  ein  selbstentsprechender 
Punkt  oder  ein  Doppelpunkt,  oder  sich 
selbst  zugeordnet  ist.  Dies  kommt  vor 
in  Figur  69  und  70  mit  den  Punkten  H^^ 
und  Iy2-  Dagegen  unterscheiden  sich  die 
Figuren  69  und  70  dadurch,  dass  in  der 
ersten  die  beiden  Punktreihen  t^t^  gleich- 
laufend, in  der  zweiten  aber  ungleich- 
laufend auf  dem  gemeinsamen  Träger  liegen. 
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für  t^  und  U  jedesmal  die  Richtung  von  links 
nach  rechts,'  also  gleichlaufend,  in  Figur  70 
dagegen  in  ^j  ebenfalls  von  links  nach  rechts,  in 
t^  dagegen  von  rechts  nach  links,  also  un- 
gleichlaufend oder  entgegengesetzt. 
Die  erste  Art  muss  entstehen,  wenn  S,  und  S, 
im  gleichen  Winkelraum  (oder  in  Scheitel- 
winkelräumen) der  Geraden  fj,  und  t^  liegen 
(Figur  69),  die  letztere  Art,  wenn  S,  und  ^2  in 
Nebenwinkelräumen  von  ^,2  und  <„  liegen 
(Figur  70).  In  beiden  Fällen  entsprechen 
den  Punkten  einer  Strecke  H^  Ij  die  Punkte  der 
Strecke  H0I2,  aber  bei  gleichlaufenden 
Keihen  der  Innenraum  dem  Innenraum, 
Aussenraum  dem  Aussenraum,  bei  ungleich- 
laufenden Eeihen  dagegen  der  Innenraum 
dem  Aussenraum,  der  Aussenraum  dem  Innen- 


Erkl.  281.  Bei  den  gleichlaufenden 
Reihen  der  Figur  69  sind  selbst  entsprechend 
die  Punkte  lfj2  und  Ijo.  Die  Konstruktions- 
weise zeigt,  dass  sowohl  zwischen  diesen  beiden 
Punkten  die  Elemente  von  ^  stets  näher  bei  I 
liegen,  wie  die  entsprechenden  von  f,,  als  auch 
für  die  Strecke  von  I  bis  t\  bezw.  /  bis  F^. 
Denn  den  sämtlichen  Punkten  von  t^  zwischen 
H^  und  J,  entsprechen  die  Punkte  von  u 
zwischen  H^  und  I,;  den  Punkten  auf  t^ 
zwischen  Jj  und  F^  die  Punkte  auf  t^  zwischen 
1.2  und  ^2'  so  dass  zwischen  H  und  I  die  Reihe 
to  der  Reihe  t^  vorauseilt,  zwischen  I  und  F 
dagegen  die  Reihe  t.^  hinter  der  Reihe  ^j  zurück- 
bleibt, denn  den  sämtlichen  Punkten  der  unend- 
lichen Strecke  Jj  Fj  entsprechen  nur  die  Punkte 
der  kurzen  Strecke  LF^.  Dagegen  entsprechen 
den  Punkten  der  unendlichen  Strecke  Fj  G^  die 
Punkte  der  unendlichen  Strecke  F.^  G^,  und  dann 
wieder  den  Punkten  der  kurzen  Strecke  (?j  H^ 
die  Punkte  der  unendlichen  Strecke  G^H^.  Im 
einzelnen  entsprechen  natürlich  den  Punkten 
der  Strecken: 

A,  H„  E,  E„  E,D„  DJ,,  I,L„  LJ\,  Ffi,,  G,Ä,, 
die  Punkte  der  Strecken: 

A.2H.2,  n._E.,,  E.,D,,  DJ._,  LLo,  Lo,F.„  F^G,,  G._A^. 
Je  nachdem  im  vorigen  Sinne  die  eine  Reihe 
die  andere  zweimal,  einmal,  oder  keinmal  ein- 
holt, erhält  man  zwei,  einen,  oder  keinen 
Doppelpunkt  oder  selbstentsprechenden  Punkt. 


Erkl,  282.  Bei  den  ungleichlaufenden 
Reihen  der  Figur  70  sind  ebenfalls  selbst- 
entsprechend die  Punkte  H,^  und  I,.y  Während 
also  die  Punkte  von  t,  den  Träger  durchlaufen 
in  der  Richtung  von  H^  nach  rechts  gegen  J^, 
durchlaufen  die  entsprechenden  Punkte  von  t^ 
denselben  Träger  von  H^  nach  links  durchs 
Unendliche  und  auf  der  andern  Seite  wieder 
ins  Endliche  herein  nach  I^.  Hier  sind  daher 
je  zwei  entsprechende  Punkte  beider  Reihen 
vollständig  getrennt  durch  die  Doppelpunkte 
H^^Iiii  aber  es  entsprechen  einander  wieder  im 
einzelnen  die  Strecken: 

^1-^1'  -^i-Su  -ffiö^u  ^1^1'  AA'  A^i'  ^1^1» 

E,F,,  F,A,. 
und 

A-jBo,  B^Ho,  H^G^,  G2L2,  L^Do,  -Do -^2'  -^2-^s» 

Aus  der  Figur  selbst  erkennt  man,  dass  un- 
gleichlaufende Reihen  auf  gemeinsamem 
Träger  jedesmal  zwei  Doppelpunkte 
haben  müssen,  weil  die  Punkte  der  einen  Reihe 
beim  Durchlauf  der  als  geschlossene  Linie  auf- 
gefassten  Geraden  zweimal  den  entsprechenden 
Punkten  der  andern  begegnen  müssen.  Denn 
einmal  müssen  die  entsprechenden  Punkte 
beider  Reihen  bei  entgegengesetztem  Durchlauf 
jedenfalls  übereinander  weggehen.  Geht  man 
aber  von  diesem  einen  Doppelpunkt  nach  beiden 
Richtungen  auseinander,  so  können  beiderlei 
Punkte  diesen  Doppelpunkt  nicht  wieder  er- 
reichen, ohne  sonstwo  wieder  einmal  über- 
einander wegzugehen.  Auch  sieht  man,  dass 
in  Figur  70  die  Gerade  S,  S.^  nie  durch  I  gehen 
kann,  wie  in  Figur  69. 


Aufgabe  85.    Man  soll  vereinigt  liegende 
projektivische  Punktreihen  konstruieren 

a)  mit  einzigem  Doppelpunkt, 

b)  mit  keinem  Doppelpunkt. 


Aufgabe  86.  Man  soll  entsprechende 
Punktepaare  zweier  vereinigt  liegenden  pro- 
jektivischen  Punktreihen  konstruieren,  wenn 

a)  zwei  Doppelpunkte  und  ein  Paar, 

b)  ein  Doppelpunkt  und  zwei  Paare  son- 
stiger zugeordneten  Punkte  gegeben  sind. 


Andeutung.  Man  bezeichne  die  Doppel- 
punkte als  Punkte  H  und  /  der  Figuren  69 
und  70. 
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Aufgabe  87.  Von  zwei  vereinigt  liegen- 
den projektivischen  Punktreihen  sei  ein 
Doppelpunkt  und  zwei  Paar  sonstiger  zuge- 
ordneten Punkte  gegeben.  Man  soll  unter- 
suchen, ob  ein  zweiter  Doppelpunkt  vor- 
handen ist,  und  denselben  konstruieren. 


Andeutung.  Man  behandle  in  Figur  69 
und  70  als  bekannt  H  und  suche  /,  oder 
als  bekannt  /  und  suche  H. 


Aufgabe  88.  Man  behandle  zwei  pro- 
jektivische  Punktreihen,  die  vereinigt  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden  liegen. 


Aufgabe  89.  Man  konstruiere  zwei  pro- 
jektivisch  verwandte  Strahlenbüschel 
mit  gemeinsamem  Scheitel. 

Erkl.  283.  In  Figur  71  ist  dieselbe  Ge- 
rade DjS^,E.j  einmal  aufgefasst  als  d^  von  S^ 
und  iu  dieser  Eigenschaft  zugeordnet  zum  Strahl 
do  des  Büschels  S^;  dann  aufgefasst  als  e.2  von 
Sl  und  in  dieser  Eigenschaft  zugeordnet  zum 
Strahl  ßj  des  Büschels  Sj.  Dem  Parallelstrahl 
öj  |U,  entspricht  a^,  dem  Parallelstrahl  c^\\t^ 
entspricht  Cj.  —  In  Figur  72  ist  ebenso  die- 
selbe Gerade  D^E^S^^  einmal  aufgefasst  als 
d^  von  -Sj  und  dann  zugeordnet  zu  rf.,  von  S.^, 
hernach  aufgefasst  als  e^  von  S.-^  und  dann 
zugeordnet  zu  e^  von  S,.  Dem  Parallelstrahl 
Co||<.2  entspricht  Cj  in  S^,  dem  Parallelstrahl 
a^  i  I  #j  der  Strahl  a^  in  S,  u.  s.  w.  Jeweils 
sind  die  Strahlen,  welche  als  Strahlen  von  S^ 
aufgefasst  werden  sollen,  punktiert,  die 
Strahlen,  welche  als  Strahlen  von  ^2  aufgefasst 
werden  sollen,  gestrichelt;  nur  die  beiden 
Doppelstrahlen  7i,2»i2  ^^^^  ^^^  strichpunk- 
tierte gezeichnet,  weil  jeder  sich  selbst  zugeord- 
net ist. 

Erkl.  284.  Die  selbstentsprechenden 
Strahlen  in  Figur  71  und  72  müssen  ent- 
stehen als  Verbindungsstrahlen  von  S,2  mit  <§„ 
und  mit  dem  Schnittpunkt  t^to.  Doch  haben 
vereinigt  liegende  Strahlenbüschel  nicht  not- 
wendigerweise jedesmal  zwei  Doppelstrahlen. 
Es  können  nämlich  zwar  nie  mehr  als  zwei 
Doppelstrahlen  auftreten,  wohl  aber  etwa  nur 
einer  (wenn  z.  B.  in  Figur  71  der  Verbin- 
dungsstrahl SiSfl  durch  H  hindurchgeht)  oder 
gar  keiner  (wenn  z.  B.  zwei  kongruente 
gleichlaufende  Strahlenbüschel  in  gleichen 
Scheitel  gerückt  werden,  ohne  zusammenzu- 
fallen). Umgekehrt  bildet  es  eine  besondere 
Aufgabe,  zu  zwei  solchen  vereinigt  liegenden 
Strahlenbüscheln  die  etwa  vorhandenen  Doppel- 
strahlen aufzufinden,  wenn  die  Zuordnung 
der  Büschel  durch  andere  Strablenpaare 
gegeben  ist.  Nach  dem  Beispiel  der  Figuren  71 
und  72  können  aber  solche  Büschel  ohne 
Doppelstrahlen  nicht  konstruiert  werden, 
weil  dort  die  Verbindungsgeraden  h  und  i  — 
zwar  in  einen  Strahl  zusammenfallen  können, 
aber  nie  ganz  verschwinden. 


Auflösung.  Um  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem 
Scheitel  zu  erhalten,  denke  man  sich  den- 
selben Scheitelpunkt  als  Scheitel  zweier 
Büschel  -S\  und  S^,  projiziert  den  einen 
auf  eine  Punktreihe  t^,  den  andern  auf  eine 
Punktreihe  to  und  setzt  die  beiden  in  Ver- 
bindung durch  einen  Büschel  ^S'^.  Dadurch 
hat  man  wieder  mittels  der  Aufeinanderfolge : 

eine  projektivische  Beziehung  zwischen  S^ 
und  S^  (Figur  71  und  72).  Auch  hier  treten 
wieder  die  besonderen  Elemente  auf,  wie  in 
Figur  67,  nämlich  h  als  Strahl  nach  dem 
Schnittpunkt  t^t^,  i  als  gemeinsamer  Strahl 
der  drei  Strahlenbüschel  S^^^.  Dagegen  hat 
de  als  gemeinsamer  Strahl  beider 
Strahlenbüschel  8^^  keine  ausgezeichnete  Be- 
deutung mehr,  vielmehr  ist  jeder  Strahl  von 
*S'i2  als  doppelter  Strahl  aufzufassen: 
einmal  als  Strahl  von  S^,  der  einen  andern 
Strahl  als  entsprechenden  von  S^  hat,  — 
und  einmal  als  Strahl  von  S^,  der  einen 
andern  Strahl  als  entsprechenden  von  8^  hat. 
So  in  Figur  71  und  72  die  Strahlen  d^e^. 
Nur  ausnahmsweise  kommt  es  vor,  dass 
ein  Strahl  von  8^  als  entsprechenden  Strahl 
von  8^  nicht  einen  andern  hat,  sondern  wieder 
denselben  Strahl,  dass  also  dieser  Strahl 
ein  seibstentsprechender  Strahl  oder 
ein  Doppelstrahl,  oder  sich  selbst  zu- 
geordnet ist.  Dies  tritt  in  Figur  71  und 
72  auf  bei  den  Strahlen  h^.^  und  i^^.  Da- 
gegen unterscheiden  sich  die  Figuren  71 
und  72  dadurch,  dass  in  der  ersten  die 
beiden  Strahlenbüschel  8^^  gleichlaufend 
sind,  in  der  zweiten  aber  ungleichlaufend 
um  den  gemeinsamen  Scheitel  herumlaufen. 
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Erkl.  285.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist 
auchhierdieUnterscheidung  der  gleichlaufen- 
den bezw,  ungleichlanfenden  Verwandt- 
schaft der  Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem 
Scheitel.  Die  Eeihenfolge  der  Elemente 
beider  Büschel  muss  wegen  der  Projektivität 
in  allen  Gebilden  der  gleichen  Figur  selbst- 
verständlich dieselbe  sein,  nämlich  in  Sj,  t^, 
S^,  U.  So  jedesmal  abcehlid  in  Figur  71  bezw. 
aibehd'lc  in  Figur  72.  Wenn  man  aber  den 
Umlauf  der  Strahlen  in  den  Büscheln  S,  und  S^ 
in  Figur  71  tmd  72  mit  diesen  Reihenfolgen 
durchmacht,  so  findet  man  in  Figur  71  für  Sj 
und  Ä,  jedesmal  die  Eichtung  gegen  den  Uhr- 
zeiger, also  gleichlaufend,  in  Figur  72  da- 
gegen für  Sj  mit  dem  Uhrzeiger,  für  S^  gegen 
den  Uhrzeiger,  also  ungleichlaufend  oder 
entgegengesetzt.  Die  erste  Art  muss  ent- 
stehen, wenn  Sj,  und  S^,  im  gleichen  Winkel- 
raum (oder  in 'Scheitelwinkelräumen)  der  Ge- 
raden t[  und  t.,  liegen  (Figur  71),  die  letztere 
Art.  wenn  Sjoiind  S^  in  Nebenwinkelräu- 
men von  Sj/  und  S^  liegen  (Figur  72).  In 
beiden  Fällen  entsprechen  den  Strahlen  des 
Winkels  ä,  ?!  die  Strahlen  des  Winkels  h.,i,, 
aber  bei  gleichlaufenden  Büscheln  in  je- 
dem der  vier  Winkelräume  die  Strahlen  des- 
selben Winkelraumes,  bei  ungleichlanfen- 
den Büscheln  stets  den  Strahlen  des  einen 
Winkelraumes  die  Strahlen  des  Nebenwinkel- 
raumes. 


Figur  71. 


Si    A   *1  7\    ^0  A    ^2   A    ^2- 


Erkl.  286.  Bei  den  gleichlaufenden 
Büscheln  der  Fig.  71  sind  selbsteutsprechend 
die  Strahlen  ä,.,  und  j,.,.  Aus  der  Konstruktion 
erkennt  man,  dass  sowohl  zwischen  h  und  /  die 
Strahlen  des  Büschels  Sc,  stets  näher  bei  /  liegen, 
wie  die  entsprechenden  des  Büschels -S',,  als  auch 
im  Winkel  zwischen  i  und  dem  Parallelstrahl  a^ 
bezw.  seinem  entsprechenden  a,.  Denn  alle  Strah- 
len des  Winkels  /Jj  i\  entsprechen  den  Strahlen  . 
des  Winkels  /i,»..,  wobei  die  Strahlen  des  Bü- 
schels S,  jenen  des  Büschels  Sj  stets  voraneilen. 
Den  Strahlen  des  Winkels  i\  a,  entsprechen  die 
Strahlen  des  Winkels  i\a.,,  wobei  jetzt  aber  die 
Strahlen  des  Büschels  S.,  hinter  denen  des  Bü- 
schels S,  zurückbleiben.  Und  während  dann 
die  Strahlen  des  Büschels  5,  den  kleinen  Winkel 
a, Ä,  durchlaufen,  durcheilen  die  Strahlen  des 
Büschels  .S'.,  den  grossen  Winkel  aj>,.  Im  ein- 
zelnen entsprechen  natürlich  die  "Strahlen  der 
Winkel: 

a,fc„  6,c„  c,f„  e,Ä,.  Ä,/,,  ?,  »„  /,rf„  rf,«, 
der  Reihe  nach  den  Strahlen  der  Winkel: 

flgfcj.  bjC^,  c„e.,,  CjÄj,  Ä., Zj,  /j/o,  /jrf,'  ''jöj, 
wobei  ein  Ueberspringen  aus  der  einen  Rich- 
tung eines  Strahles  in  die  Richtung  des  Gegen- 
strahles entweder  gar  nicht,  oder  in  beiden 
Büscheln  beim  gleichen  Strahl  zu  geschehen 
hat.  —  Je  nachdem  bei  solchem  Umlauf  der  eine 
Büschel  den  andern  zweimal,  einmal  oder  kein- 
mal einholt,  erhält  man  zwei,  einen  oder  keinen 
Doppelstrahl  oder  selbstentsprechenden  Strahl. 


Figur  72. 
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Erkl.  287.  Bei  den  entgegengesetzt 
laufenden  Büscheln  der  Figur  72  sind 
wieder  selbstentsprechende  Strahlen  h^^  und  i^^. 
Durchläuft  man  den  Büschel  S^  etwa  von  «j 
gegen  den  Uhrzeiger  über  c^l^d^  nach  7»,,,  so 
durchläuft  der  Büschel  5^  die  entsprechenden 
Strahlen  von  i^^  mit  dem  Uhrzeiger  über  cj^d^ 
nach  demselben  Strahl  h^.  Wird  der  erste 
Durchlauf  im  Büschel  S^  fortgesetzt  von  h^^  über 
e,  6i  wieder  nach  i^^,  so  entspricht  in  S^  der 
Umlauf  von  h^^  über  e^b^  nach  i^^.  Dabei  sind 
demnach  je  zwei  zugeordnete  Strahlen  beider 
Büschel  vollkommen  getrennt  durch  die 
Doppelstrahlen  h^^h-i^  ^^^^  ®s  entsprechen  ein- 
ander wieder  im  einzelnen  die  Strahlen  der 
Winkel : 

115    ^1      1)        1     1)    ^1  "d     '*'1  ^D     ^1  ^1)     ^1  ^1?     ^1  ^1 

und 

^2^2'    H"2f    ''2^2'    ^2     2'    ^2^2>    ^2 '2'    ^2 ''2'    ^2^2' 

wobei   wieder   ein   Uebergang   von   der   einen 
Richtung  eines  Strahles  in  der  Richtung  des 


Gegenstrahles  entweder  gar  nicht,  oder  in  bei- 
den Büscheln  beim  gleichen  Strahl  zu  ge- 
schehen hat.  —  Das  eine  sieht  man  aber  aus 
dem  Entgegenlaufen  beider  Büschel,  dass  un- 
gleichlaufende  Büschel  mit  gemeinsamem 
Scheitel  jedesmal  zwei  Doppelstrahlen 
haben  müssen.  Denn  wenn  man  von  einem  be- 
liebigen Paar  einander  entsprechender  Strahlen 
ausgeht,  so  müssen  die  Strahlen  beim  entgegen- 
gesetzten Umlauf  jedenfalls  einmal  einander 
in  dem  von  ihnen  gebildeten  Winkel  begegnen. 
Und  hier  braucht  man  dann  nur  Strahl  und 
Gegenstrahl  als  entsprechend  anzunehmen,  um 
wieder  zwei  einander  entgegengesetzte  Strahlen 
zu  haben,  also  notwendigerweise  wieder  eine 
zweite  Begegnung  innerhalb  des  (gestreckten) 
Winkels  dieser  beiden  Geraden.  —  Dement- 
sprechend kann  auch  zwar  in  Figur  71,  nicht 
aber  in  Figur  72  der  Fall  eintreten,  dass  die 
Gerade  S^^S^  durch  Punkt  H^^  hindurchgeht. 


Aufgabe  90.  Man  soll  vereinigt  liegende 
projektivische  Strahlenbüschel  mit  einzigem 
Doppelstrahl  konstruieren. 


Aufgabe  91.     Dieselbe  Aufgabe  für  Bü- 
schel ohne  Doppelstrahl  zu  lösen. 


Andeutung.  Man  wähle  als  einfachstes 
Beispiel  zwei  kongniente  Strahlenbüschel  mit 
gleichem  Scheitel. 


Aufgabe  92.  Man  konstruiere  ent- 
sprechende Strahlenpaare  zweier  vereinigt 
liegenden  projektivischen  Strahlenbüschel, 
wenn  a)  zwei  Doppelstrahlen  und  ein  Paar, 


Andeutung.    Man  bezeichne  die  Doppel- 


b)  ein  Doppelstrahl  und  zwei  Paar  sonstiger  strahlen  als  Strahlen  h  und  i  der  Figuren  71 
zugeordneten  Strahlen  gegeben  sind. 


und  72. 


Aufgabe  93.    Man  untersuche  im  zweiten 
Fall  der  vorigen  Aufgabe,  ob  ein  zweiter 

Doppelstrahl  vorhanden  oder  nicht,  und  kon-         .    ,     .  T.r  i,     •     -n^- n-, 

strSiere  denselben.  Andeutung.      Man    suche  m  Figur   71 

und  72  das  Element «,  wenn  h  bekannt,  oder 

h,  wenn  i  bekannt. 


Aufgabe  94.  Man  untersuche  zwei  pro- 
jektivische Strahlenbüschel,  welche  einen  ge- 
meinsamen unendlich  fernen  Scheitel 
haben. 

Erkl.  288.  Liegt  der  Scheitel  Ä^  im  gleichen 
Winkelraum  (bezw.  im  Scheitelwinkelraum)  von 
#,  t^  mit  dem  gemeinsamen  Strahle  h^^,  so  hat  man 
gleichlaufende,  liegt  er  (wie  in  Fig.  73)  im  Neben- 
winkelraum mit  ^12,  so  hat  man  entgegengesetzt 
laufende  Büschel:  von  je  zwei  zugeordneten 
Strahlen  liegen  im  ersten  Fall  beide  inner- 
halb oder  beide  ausserhalb  des  Parallelstrei- 


Auflösung.  Man  lege  beliebig  zwei  Punkt- 
reihen f^t^,  auf  welche  je  einer  der  vereinigt 
liegenden  Büschel  projiziert  wird,  und  einen 
Scheitel  S^.  Dann  sind  die  Strahlen  jedes 
der  beiden  Büschel  die  durch  die  entsprechen- 
den Punkte  auf  t^  und  t^  gelegten  Parallel- 
strahlen nach  dem  unendlich  fernen  Punkt 
Ä'jg.  Doppelstrahlen  sind  wieder  (vergl. 
Figur  73)  die  Strahlen  h^^  durch  die  Schnitt- 
punkte ti  t^,  sowie  «12  durch  S^  nach  dem  un- 
endlich   fernen    Scheitel    S^^.      Unter    den 
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Figur  73. 


ooy^ 


/     —  «<?/4 


fens  hi,  im  zweiten  Falle  der  eine  innerhalb, 
der  andere  ausserhalb  dieses  Streifens.  — 
Man  kann  die  Büschel  S,,  der  Figtir  73  in  an- 
derer Weise  entstehen  lassen,  wenn  man  in 
Figur  70  durch  jeden  Punkt  des  gemeinsamen 
Trägers  f,,  die  Parallele  nach  S,2  legt.  Ge- 
schieht dasselbe  bei  Figur  69,  so  erhält  man 
gleichlaufende  Parallelstrahlenbüschel. 

Erkl.  289.  Es  entsprechen  einander  in  Fig.  73 
wieder  die  Strahlen  der  Parallelstreifen  li,  if, 
fm,  md.  dh,  hu.  ne,  e?  in  beiden  Büscheln  S,,. 
An  Stelle  der  Winkelräume  treten  also  diese 
Parallelstreifen,  an  Stelle  der  Drehung  um  den 
Scheitel  die  Parallelverschiebung  der  Strahlen 
—  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  je  nach 
Anordnung  der  Figur.  


Strahlen  der  beiden  Büschel  S-^^  befindet  sich 
auch  die  ebenfalls  durch  "S',2  gehende  unend- 
lich ferne  Gerade.  Dieselbe  habe  im  Büschel 
S^  die  Benennung  e^,  in  S^  die  Benennung 
/g.  Dann  entspricht  dem  Strahl  e^  des  Bü- 
schels S^  der  Strahl  e^  in  S.^;  und  letzterem 
selbst  wieder  —  aufgefasst  als  Strahl  d^  —  der 
Strahl  d^,  sowie  dem  Strahl  f.^^  der  Strahl  f^ 
Ebenso  hat  derselbe  Strahl  n^m^  als  ent- 
sprechenden das  eine  Mal  n^,  das  andere  Mal 
mj.  —  Auch  in  diesem  Falle  kann  die  ganze 
Reihe  der  Ueberlegungen  in  den  Aufgaben 
69  bis  73  in  Anwendung  gelangen. 


Aufgabe  95.  Man  konstruiere  zwei 
gleichlaufende  projektivische  Strahlen- 
büschel  mit  gemeinsamem  unendlich  fernem 
Scheitel. 


Aufgabe  96.  Man  soll  die  gleichlaufende 
bezw.  ungleichlaufende  Zuordnung  vereinigt 
liegender  Gebilde  nach  ihren  Doppelelementen 
zusammenfassend  darstellen. 


Erkl.  290.  Die  vereinigt  liegenden  Ge- 
bilde können  zwei  Punktreihen  auf  gleichem 
Träger  oder  zwei  Strahlenbüschel  mit  gemein- 
samem Scheitel  sein.  Beide  finden  in  Figur  74 
ihre  Darstellung:  Die  Punktreihen  kann  man 
sich  umgebogen  denken,  dass  sie  zu  geschlosse- 
nen Linien  um  den  Mittelpunkt  .S'  werden;  die 


Auflösung.  Zur  Darstellung  der  gleich- 
laufenden und  ungleichlaufenden  Zuordnung 
vereinigt  liegender  Gebilde  eignet  sich  am 
besten  die  Figur  zweier  geschlossenen  Linien 
um  denselben  Punkt  (z.  B.  zweier  konzen- 
trischen Kreise  in  Figur  74). 

In  jedem  Falle  sind  als  Darstellung  der 
Doppelelemente  diejenigen  Punkte  der 
beiden  Kreise  anzusehen,  welche  auf  glei- 
chem Radius  liegen.  In  allen  andern  Punk- 
ten findet  entweder  ein  Vorauseilen  oder  ein 
Nachrücken  der  äusseren  Reihe  gegen  die 
innere  statt. 

So  ist  in  Figur  I  bei  12  und  5  Doppel- 
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Figur  74. 


Strahlenbüschel  sind  ohne  weiteres  vorstellbar  element,  zwischen  12,  1,  2,  3,  4,  5  eilt  die 

durch  Verbindung  der  Mittelpunkte  S  mit  je  äussere  Eeihe  voran,  die  innere  rückt  nach, 

zwei   entsprechenden   Punkten    beider    Kreise.  ^^^  5  ^^^^  Einholung  und  Ueberholung  statt, 

Will  man  die  Verbiegung  der  Punktreihen  im  ^^   zwischen    5,  ß,---     11,  12    rückt   die 
ersten  Fall  vermeiden,  so  kann  man  die  Punkt-  '     '  ^^,  ^^ 


reihen  auch  als  Schnitte  der  beiden  Strahlen 
büschel   mit   einer   Geraden  als   gemeinsamem 
Träger  entstanden  denken. 


äussere  Reihe  hinter  der  inneren  drein,   um 
erst  bei  12  dieselbe  wieder  einzuholen. 

In  Figur  II  ist  wieder  bei  12  Doppel- 
element, von  da  in  der  Eichtung nach  1,  2, 3-  • 
bleibt  dauerd  die  äussere  Reihe  hinter  der 
Innern  zurück,  und  holt  dieselbe  erst  wieder 
ein  bei  12. 

In  Figur  III  findet  gar  kein  Selbstent- 
sprechen eines  Doppelelementes  statt,  weil 
stets   die  äussere  Reihe   hinter   der  innem 
zurückbleibt  —  um  gleichviel  oder  verschie- 
Erkl.  291.    Wollte  man  die  Figur  74  nach   ^^^   ^^  bei  kongruenten    oder   nicht   kon- 
Massverhältnissen    der    Winkelgeschwindigkeit   gi'uenten  iteinen. 

abschätzen,  so  müssten  sich  in  den  beiden  Fig.  I  ^^  Figur  IV  dagegen  hat  man  den  ent- 
und  II  Stellen  finden,  wo  die  gegenüber  der  gegengesetzten  Umlauf  und  infolge  davon 
zweiten  Eeihe  erst  langsamere  Bewegung  der  notwendigerweise  zweimaliges  Ueberein- 
einen  Reihe  in  eine  raschere  übergehen  andergehen  beider  Reihen,  also  zwei  Doppel- 
muss,  damit  die  zuerst  zurückbleibende  Eeihe  elemente 
die  andere  einholen  kann.    Diese  Stellen  sind         j^  jedem   der  vier  Fälle  bezeichnen  die 

;ddren\j;^recLrk\\^^^^^^  l^-ä^^     '^"^"^     '''     zusammengehörigen 

ganzen  liefern  die  vier  Fälle  der  Figur  74:         -t^unkte. 

,    .  T>  .    .  ,     „..     i  Punktreihen  mit  gemeinsamem  Träger        1       ..    ,.  , 
viererlei  Beispiele  für  {  „^    ,,     ...    ,   ,      .,  .  o  u  -o.  1  J-^  nämlich 

(  Strahlenbuschel  mit  gemeinsamem  Scheitel  j 

I 

II 

III.  -'  V  üeinem 

IV.  ungleichlaufend  mit  stets  zwei  selbstentsprechenden  oder  Doppelelementen 


gleichlaufend  mit 


(zwei 
einen 
keine 


m     >  Paar  selbstentsprechenden  oder  Doppelelementen, 


Aufgabe  97.  Man  soll  aus  den  gegebe- 
nen Elementen  der  Aufgaben  86  und  92  so- 
fort erkennen,  ob  gleich-  oder  ungleich- 
laufende Gebilde  vorliegen. 


Anmerkang.  Aufgaben  über  projektivische  Gebilde,  welche  bewegliche  Träger  und 
Elemente  haben,  also  ihre  Lage  im  Räume  verändern  können,  sehe  man  im  folgen- 
den Abschnitt  4  dieser  Aufgabensammlung. 


Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  projektivischer  Gebilde. 


137 


4.  Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  projel(tivisclier  Gebilde. 

(Zu  Abschnitt  4.) 


Figur  75. 


Figur  76. 


Aufgabe  98.  Man  soll  eine  gegebene 
Strecke  AB  innen  und  aussen  nach  vor- 
geschriebenem Verhältnis  tn :  n  teilen. 


Erkl.  292.  Man  vergleiche  zu  nebenstehen- 
der Auflösung  die  Antwort  der  Frage  31  des 
VI.  Teiles  von  Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar- 
Geometrie.  —  Ist  m  <^ «,  so  legt  naan  die  Hilfs- 
schenkel statt  im  Punkte  A,  im  Punkte  B  an 
trad  beginnt  in  B  mit  n ,  d.  h.  man  teilt  nicht 
AB  im  Verhältnis  m:n,  sondern,  was  dasselbe 
ist,  die  Strecke  jB^  im  Verhältnis  n :  m.  Sind 
m  und  n  nicht  als  Strecken,  sondern  als  Zahlen 
gegeben,  so  nimmt  man  für  die  Konstruktion 
zwei  Strecken,  welche  sich  verhalten  wie  m :  n, 
welche  also  in  einer  beliebig  zu  wählenden 
Längeneinheit  die  Masszahlen  m  und  n  haben. 
—  Ist  m  und  n  als  ganze  Zahl  oder  Dezimal- 
zahl gegeben,  so  wählt  man  die  Zahl  als  Zähler 
und  die  Einheit  als  Nenner. 


Erkl.  293.  Hat  die  Strecke  A  B  die  Länge  a, 
so  wird  für  die  innere  Teilung  -f-n  ge- 
nommen, und  man  hat: 

ACi^-^^,   C,B=      "f     , 
m-\-n  m-\-n 

also  richtig:* 

ACi.CiB  =  m:n. 
Für  die  äussere  Teilung  wird  —  n  genommen, 
und  man  hat: 


oder : 


m  —  n  m  —  n 


BCa 


also  wieder: 

ACa  -.CaB  =  m  :  —  n  oder  A  Ca  :  BCa  =  m-.tu 

folglich: 

Ad:  dB  =  ACa.  BCa. 


Auflösung.  Aus  der  Planimetrie  ent- 
nimmt man  als  einfachstes  Verfahren  zur  Tei- 
lung einer  Strecke  AB  nach  vorgeschriebenem 
Verhältnis  m :  n  {in  >  n)  eines  der  in  den 
Figuren  75  und  76  dargestellten.  Dasselbe 
besteht  darin,  dass  man  entweder: 

1.  im  Punkte  A  (Figur  75)  einen  Hilfs- 
schenkel anlegt,  auf  diesem  die  Strecke  m 
anträgt  und  von  deren  Endpunkt  aus  vor- 
wärts und  rückwärts  auch  die  Strecke  n. 
Die  zuletzt  entstehenden  Endpunkte  von 
+  n  verbindet  man  mit  B  und  zieht  zu  dieser 
Verbindungsgeraden  Parallele  durch  den 
Endpunkt  von  m.  Dadurch  werden  auf  AB 
die  Teilpunkte  C,-  und  €„  ausgeschnitten, 
für  welche: 

ACi  :dB  =  m  :  n   und    ACa  ■  CaB  =  m  :  —  «, 
also  mit  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 
durch  Umtauschung  von  CaB  in  BCa  •  •  ■ 
ACi-.CiB  =  ACa:BCa. 

2.  Oder  man  trägt  (Figur  76)  auf  einem 
Hilfsschenkel  durch  A  bloss  die  Strecke  m 
an,  und  auf  einer  durch  B  gelegten  Par- 
allelen zu  jenem  die  Strecke  +  «•  Die  Ver- 
bindungsgeraden des  Endpunktes  von  m  mit 
den  Endpunkten  +  n  liefern  sofort  die  Teil- 
punkte der  Strecke  AB  mit  derselben  Be- 
ziehung wie  zuvor. 
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Aufgabe  99.  Einen  gegebenen  Winkel 
(ab)  innen  und  aussen  nach  gegebenem 
Sinusverhältnis  m :  n  zu  teilen. 

Erkl.  294.  Man  vergleiche  zu  nebenstehen- 
der Auflösung  die  Auflösung  der  Aufgabe  148 
im  VI.  Teil  von  Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar- 
Geometrie.  Für  die  Konstruktion  ist  es  gleich- 
giltig,  ob  m  ^  w;  ist: 

sin  (ap)  :  sin  (p  h)  =  m  :  n, 
so  ist  auch  hier : 

sin  (bp) :  sin  (pa)  =  n:  m. 
Wenn  m  und  n  nicht  als  Strecken  gegeben  sind, 
so  verfährt  man  wie  in  Erkl.  292. 


Erkl.  295.    Hat  der  Winkel  (ab)  die  Mass- 
zahl «,  und  bezeichnet  man: 

(ap)  =  fi,  (p  b)  =  V, 
so  wird: 

sitt  fi :  sinv  =z  tn  :  n. 
Nun  ist  für  innere  Teilung: 

f^-\-v  =::  a,     V  =■  a  —  ^, 
also: 

m  :  n  =  sin/x  :  sin  («  —  ,u) 

=  sin/x  :  (sina  cosft  —  cosasinfi), 
oder  in  Produktform: 

n  •  sin/j,  =.  m  sin  a  cosfi  —  m  cos  a  sin  fi. 
Durch  Division  mit  sinft  entsteht  als  Gleichung 
mit  einziger  Unbekannten  ctgfA,  die  folgende: 

n  =^  m  sin  «  ctgfj,  —  m  cos  a, 
woraus : 

m  eos  a-4-n 

ctgiA  = . 

m  sin  a 

Setzt  man  oben  statt  für  v,  für  ^  den  Wert 

ein,  nämlich  u  —  v,  so  kommt  die  Gleichung : 

m  :  »  ^  sin  (a  —  v)  :  sinv 

=  (sina  cosv  —  cos a  sinv) :  srnv, 

also: 

tn-sinv  =  nsina  cosv  —  n  cosa  sinv; 

und  durch  Division  mit  sinv  kommt: 

nt  =  n  sina  ctgv  —  n  cosa, 

woraus : 

m-\-n  cosa 

ctgv  = ' . 

.     n  sin  a 

Nun  ist  allgemein: 

1 
sm<p 


also  wird  oben: 


Yl-^ctg^(p  ' 


"V/ 1  H"  ctg^  fi.        1  /i    1   ('^  '^^^  "  +  '^)^ 


1  + 


m2  sw2  a 


\/m2 sin'- a -\- m^ cos^ a  -\-2mn cos a-\-n'^ 

m  sin  a 
ym^  -j-  n2  -j-  2mncosa 


Auflösung.  Nach  dem  Vorgange  der 
Planimetrie  verfährt  man  folgendermassen 
(Figur  77).  Zu  jeder  der  Geraden  a  und  h 
wählt  man  eine  beliebige  Richtung  g  und  l, 
(welche  zu  a  und  h  senkrecht  sein  können 
oder  auch  nicht)  und  legt  die  Strecken  m 
und  n  an  die  Geraden  a  und  h  parallel  zu 
g  und  l  an.  Zieht  man  durch  die  Endpunkte 
der  Strecken  +  m  und  +  w  zu  a  bezw.  h 
Parallelen,  so  entstehen  vier  Schnittpunkte 
Pi234,  und  jede  der  beiden  Geraden  Pjg  und 
P24  durch  den  Winkelscheitel  S  und  den 
Punkt  P  hat  die  verlangte  Eigenschaft: 
Denn  wenn  die  zu  g  und  l  parallelen  Strecken 
zwischen  P  und  den  Geraden  a  und  b  sich 
verhalten  wie  m:n,  so  verhalten  sich  ebenso 
auch  die  Senkrechten  zwischen  P  und  a  und 
by  und  ebenso  auch  die  Senkrechten  zwischen 
jedem  beliebigen  Punkt  Q  auf  SP  und  a 
und  b,  also: 

sin  (ap) :  sin  (p  b)  =  m:  n, 
sin  (ap')  :  sin  (p'b)  =  m:  —  n, 
oder  mit  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 
durch  Umtausch  von  (p'  b)  in  (bp')  •  •  •  : 
sin  (ap)  :  sin  (p  b)  =  ein  (ap')  :  sin  (bp'). 

Figur  77. 


Aufgaben  über  die  Massbeziehungen  projektivischer  Gebilde. 
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Ebenso : 
si>i  V  ■=. 


\/l  -j-  ctg^  V  V  w-  «'«-  «  +  "'-  +  2  m  n  cos  a  -|-  n2  cos^  a 

Also  wird  in  der  That,  nachdem  die  Wurzel  im 
Xenner  die  gleiche  geworden: 

sinu  :  sinv  =  m:  n. 

Erkl.  296.  Wird  oben  äussere  Teilung  ge- 
wählt, so  bleibt  wegen  des  Vorzeichens  bezw. 
wegen  der  Richtung,  in  der  der  Winkel  v  zu 
messen  ist,  {ap')  -j-  {p'  b)  =  a,  wie  zuvor.  Aber 
auch  abgesehen  von  dem  Eichtungsunterschied 
würde : 

u'  ^=  a-\-  v',    v'  =  u'  —  K. 

Bildet  man  hier  wieder  die  Gleichungen: 

m :  n  =  sin  u' :  sin  (u'  —  «)  =  sin  (a  -\-  v')  :  sin  v', 

so  entsteht  in  genau  gleicher  Weise: 


y  m-  -\-  n^  -{-2  m  n  cos  a 


ctgu'  = 


m  cos  a  —  n 


ctgv'  = 


m  —  n  cos  a 


smu 


stn  v' 
also  wieder 
bezw. : 


\/m2  -j-  «2  _  2  w  «  cos  a 
nsina 

Ym^  -\-n-  —  2  m  «  sin  a 
sinfi' :  sinv'  =  m  :  n 
sin  (ap') :  sin  (bp')  =  m  :  n. 


Aufgabe  100.  Man  soll  a)  eine  Strecke 
von  Länge  60,  b)  einen  Winkel  von  60° 
nach  dem  Verhältnis  5 : 3  innen  und  aussen 
teilen . 


Aufgabe  101.     Man   soll   das   Ergebnis 
der  Erkl.  124  in  veränderter  Form  herleiten. 


Erkl.  297.    Eine  dritte  Art  Ableitung  für 
das  gleiche  Ergebnis  wäre  folgende: 

äc_  ad^  _  acbd 
cb' 


l  = 


DB 


ÄD-BC 
(AB-\-BC){BC-{-CD) 


ADBC 

Nimmt  man  den  Faktor  BC  des  Nenners  in 
die  erste,  den  andern  Faktor  in  die  zweite 
Klammer  hinein,  so  kommt: 

AB      BC_       B(l       AB^     CD^ 
BC  '  AD  "'"  AD  ~^  BC 
AB    ,    BC    ,    CD    ,    AB 


=  (^ 


~  AD^  AD^  AD 
—  -^B  +  BC+CD 
AD 


BC 


AD 

AD 

■  CD 


CD 
AD 


7*  = 


AD 


AD       -^ 

Im  Grunde  macht  freilich  jede  dieser  Ab- 


Auflösung.      Geht    man    ans    von    der 
Gleichung  in  Erkl.  115,  dass: 

AB-\-BC-\-CA  —  0, 
so  entsteht  durch  Multiplikation  mit  AD: 

AB-AD-\-BC-AD-\-CA-AD  =  0. 
Sucht  man  nun  in  jedes  Glied  alle  vier  Buch- 
staben hereinzubringen,  nämlich  im  erstenGlied  : 

AD  =  AC-\-CD, 
im  dritten: 

AD  =  AB-\-BD, 
so  folgt: 

AB{AC+CD)  +  AD'BC 

-\- {AB -[-BD)- CA  =  0, 
oder: 

AB'AC  +  AB'CD-\-AD-BC-^AB-CA 
-\-AC'DB  =  0, 

also  durch  Wegfall   des  ersten  und  vierten: 

ABCD-\-ADBC-[-AC'DB  =  0. 
Dividiert  man  nun  durch  den  mittleren  Po- 
sten, so  kommt: 


AB  CD 
AD'BC 


+  1 


ACDB 
AD'BC 


0, 
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leitungen  von   den  gleichen  Umsetzungen  Ge-    daher: 
brauch;  da  dieselben  aber  stets  in  anderer  Zu- 
sammenstellung auftreten,  so  verändert  sich  der 
Gang  der  Beweisführung  jedesmal  um  einiges,    ^^g-. 


also: 


1  =-- 

ÄC 
CB 


AC 
CB 


DB    ,  AB 


AD 


AD    ,    AB 


DB 


H- 


BC 


L 


BC 

AD 

'  DC 


CD 
DA' 


l  +  fi, 


Anfgabe  102.    Es  seien  gegeben  a)  drei 
Punkte  einer  Geraden,  b)  drei  Strahlen  eines        Andeutung.     Setzt  man   für  das  gege- 
Punktes,   von   denen  das   mitt  ere  Element  ^g^g  Element  das  Teilungsverhältnis: 
die  zwei  andern  teilt  im  Verhältnis: 

m :  n  =  v, 
fn '  n  =  1 0  '  2 1 . 
,      ,        '.    ,    -r,.,  '     \    n..     ,  für  das  gesuchte  vierte  Element  gleich  tc, 

Man  suche  das  vierte  Element  für  das  vor-   go  jg^;. 

geschriebene  Doppel  Verhältnis:  '  ^ 

2  also:  "mT' 

v_  _  W..^  _  10.7  _  5 


^  =  ±■7 


tv  = 


l 


21-2 


Aufgabe  103.  In  welcher  engen  Be- 
ziehung steht  das  Doppelverhältnis  zum  ein- 
fachen Teilungsverhältnis  von  vier  Elementen? 


Erkl.  298.     Da  A  ==  v  :  m?  ,   so  wird  X  :=  v 

für  i^)  =  1 ,    oder  —  =  «;  für  v  ■=  \.     Beide 

Erscheinungen  sind  der  Figur  nach  gleich- 
bedeutend, indem  sie  sieh  nur  durch  die  Zu- 
ordnung der  Elemente  unterscheiden.  Nun  wird 
aber  für  Punkte  w  ■=.!,  wenn  AD  =z  DB,  also 
D  Mittelpunkt  von  AB,  w  =.  —  1,  wenn  D 
unendlich  fern;  für  Strahlen  w  =  1,  wenn  bei 
innerer  Teilung: 

sin  (ad)  =  sin  (db), 


Auflösung.    Aus  der  Formel: 
AC     AD 
CB  ''  DB 


;.  = 


bezw.: 


X  ^ 


sin  (a  c)      sin  (a  d) 


also: 

w  ^  —  1, 
also: 


(ad)  =  (db) 


(ab) 


sin  (cb)  '  sin  (db)  ' 
und  ebensowohl  auch  aus  den  Zusammen- 
stellungen in  Antwort  auf  Frage  35,3  und 
36,3,  sowie  Erkl.  119  geht  hervor,  dass  das 
Doppelverhältnis  von  vier  Elementen 
gleich  wird  dem  Teilungsverhältnis  des 
ersten  Paares  durch  das  dritte  Ele- 
ment, wenn  der  vierte  Punkt  im  Mittel- 
punkt oder  im  unendlich  fernen  Punkt  der 
Grundstrecke  liegt,  bezw.  der  vierte  Strahl 
auf  die  Winkelhalbierende  oder  die  Neben- 
winkelhalbierende des  ersten  Strahlenpaares 
fällt.     Also : 


wenn  bei  äusserer  Teilung: 
sin  (ad)  =  sin  (db), 


(ad)  =  90  +  -,   (db)=:  90--. 


wenn: 


wenn: 


(AB  CD)  =  AC-.CB, 

entweder  AD  =i  DC  oder  D» 
sin  (a  c) 


(ahcd) 


sin  (c  h)  ' 


^  (ad)  =  (db)  oder  <^  (ad)  =  900-|- 


(ab) 


Aufgabe  104.  Von  zwei  projektivischen 
Punktreihen  in  beliebiger  Lage  kennt  man 
je  einen  Punkt  A^A^  und  die  Fluchtpunkte 
G^F^,  so  dass  Strecke  <?i^i  =  15,  F^A^ 
=  3  ist.  Wo  liegen  die  Punkte  B^  und  Cj, 
wenn  bekannt  ist  GiB^  =  5,  F^C^  =  6. 


Auflösung.     Nach  Satz  7  ist: 
G^A^-F^A.^  —  G^B^'F._B^  =  G^C^-F._C,, 


Erkl.  299.    Nebenstehende  Berechnung  wird   ^»«^  ^^^^^^^  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^^^^^^« 
. j •       A j 1 „_    j---  iK.a  —  fi.v  K    —  n  n  .R 


besonders  in  Anwendung  kommen,  wenn  die 
Punktreihen  etwa  als  Massstäbe  vorliegen,  bezw. 
mit  bestimmter  Masseinteilung  versehen  sind. 


also: 


15-3  =  S-FoÄ,  =  G^C^'Q, 
F,B,  =  9;  G,Ci  =  7,5. 


Aufgaben  über  die  ilassbeziehungen  projektiviscber  Gebilde. 
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Aufgabe  105.  ilan  soll  Satz  7  für  pro- 
jektivische  Reihen  in  schiefer  Lage  beweisen, 
ohne  von  der  räumlichen  Verschiebung  Ge- 
brauch zu  machen,  mittels  des  Satzes  9  und 
Aufgabe  103. 


Erkl.  300.  Schon  früher  wurde  hervor- 
gehoben, dass  räumliche  Bewegung  streDg- 
genommen  nicht  als  Beweismittel  der  absoluten 
Geometrie  zuzulassen  wäre;  es  ist  aber  stets 
als  eine  Vervollkommnung  anzusehen,  wenn  ein 
erst  mit  räumlicher  Bewegung  bewiesener  Satz 
auch  ohne  solche  bewiesen  werden  kann. 


Auflösung.  Sind  Ä^B^FiG^  und  .lg ^2 
F^G^  entsprechende  Punkte  der  beiden  Rei- 
hen, wobei  F^G^  bezüglich  die  unendlich 
fernen  Punkte  beider  Reihen  sind,  so  ist 
nach  Satz  9: 

iÄ,B,F,G,)  =  (A,B,F,G.^. 
Um  auch  F^  an  vierte  Stelle   zu  bringen, 
vertauscht   man   im   ersten  Gliede   zweimal, 
also  entsteht: 

(B,A,G,F,)  =  iÄ,B,F,G,). 
Nun  ist  F^  und  G.^  unendlich  fern,  also  ist: 

(B,A,G,F,)  =  B,G,:G,Ä,, 
und 

(^2  ß,  F,  Go)  =  A,F._:  F.,  B, : 

und  nach  vorigem: 

B^G^:G,A,  =  A.,F.,:F^B,., 
oder: 

G^A^  •  F,A.2  =  G,B^-  F,B,. 


A,    H-, 


Figur  78. 


coj^j 


A,  H,,  vv/j    I,^ 

A;  HJ,M. 


Gj  00  F, 


4, 


/%  A, 


HgJ^M^ 


A:  M,      G, 


°^Go 


aoFj 


A,     //,, 


G,.  M, 


Ij2 


ifjz    A, 


h2 


M, 


00  F. 


00  Gp    M-, 


ks 


Aufgabe  106.  Man  soll  den  Satz  7  für 
vereinigt  liegende  projektivische  Punkt- 
reihen anwenden. 


Erkl.  301,  In  Figur  78  sind  genau  die- 
selben Pnnktreihen  wiederholt,  welche  in  der 
Figur  69  und  70  vorgekommen  waren,  nämlich 
78«:=  69  und  78  J  —  70,  jede  mit  zwei  selbst- 
entsprechenden Punkten  R  und  L  aber  erstere 
mit  gleichlaufender,  letztere  mit  un- 
i^leich laufender  Verwandtschaft.  Figur  78/? 
gibt  gleichlaufende  Verwandtschaft  mit 
einzigem  Doppelpunkt  I,  Figur  78 y  (iden- 
tisch mit  der  nachherigen  Figur  79)  gibt 
gleichlaufende  Verwandtschaft  ohne  einen 
Doppelpunkt  (vergl.  Erkl.  291). 

Erkl.  302.  Dass  eine  gegebene  Länge  G,  F^ 
nicht  auf  verschiedene  Weise  in  zwei  Sum- 
manden mit  gleichgrossem  Produkt  zerlegt 
werden  kann,  kann  folgendermassen  gezeigt 
werden:  Es  sei  die  Länge  a  zerlegt  in  x  und 
a  —  x  bezw.  in  y  und  a  —  y,  und  man  habe : 
x{a~  x)  =  y{a  —  y). 


Auflösung.  1.  Werden  zwei  projektivi- 
sche Reihen  aufeinander  gelegt,  so  muss 
Satz  7  dennoch  in  Geltung  bleiben;  und  zwar 
gilt  er  dann  nicht  nur  für  jedes  beliebige 
Punktepaar  A^  A^,  sondern  auch  für  die  selbst- 
entsprechenden Punktepaare  H  bezw.  /  in 
Figur  78,  so  dass  man  hat: 

Gi^,.F,^2  =  G,H-F.,H=  GJ-FJ. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  entweder  (wenn 
i/^und  /  nicht  zusammenfallen)  die  Längen 
von  G^H  und  F^I  sowie  von  F^H  und  G^I 
gleichgross  sein  müssen,  also  dass  die  beiden 
Punkte  H  und  /  symmetrisch  liegen  gegen 
den  gemeinsamen  Mittelpunkt  von  G^  F^  und 
HI  (Figur  78«)  —  oder  dass  die  Punkte 
H  und  /  zusammenfallen  und  zwar, 
wie  sich  unten  zeigen  wird,  in  dem  Mittel- 
punkt von  ö,  und  F.^  (Fig.  IQß),  indem  die 
beiden  Punkte  /  und  H  von  beiden  Seiten  in 
dem  Mittelpunkt  M^^  zusammengerückt  sind. 
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Dann  ist: 

ax  —  a:2  ^  ay  —  y^  oder  a{x  —  y)  =  «2  —  y2. 

Ist  hierin  1.  x  —  y  nicht  Null,  so  kann  da- 
mit gekürzt  werden,  und  man  erhält  a  =  a;  -|-  y, 
also: 

a;  =  a  —  «/,    y  ^-  a  —  «, 
d.  h.  y  muss  gleich  sein  dem  zweiten  Summan- 
den zu  «,  X  jenem  zu  y. 

Ist  aber  2.  a?  —  y  =  0 ,  so  ist  a;  ==  y,  und 
man  hat  überhaupt  nur  einen  Teilpunkt,  näm- 
lich den  Mittelpunkt  von  a. 

£rkl.  303.  Bezeichnet  man  den  Mittel- 
punkt von  6rj  Fj  nicht  als  Punkt  Jif  j  der  ersten 
Reihe  t,  sondern  als  Punkt  ^2  ^^^  zweiten 
Punktreihe  t^^  so  ist  ihm  ein  Punkt  JVi  der 
ersten  zugeordnet  und  es  muss  auch: 

sein.    Nun  ist  aber  für  M^  bezw.  iVj  als  Mittel- 
punkt die  Strecke: 

G^M^  =  N^F^^-F^1^^, 
folglich  auch: 

F^M^  =  -G,N^  =  1^,G,, 
d.h.  der  Punkt  JVj  liegt  ebenso  weit  anderer- 
seits vom  Mittelpunkt  JfjiVj  entfernt,  als  M, 
einerseits.  —  In  der  That  ergibt  die  neben- 
stehende Entwicklung  für  iV^  genau  gleicher- 
weise : 

N.^  A,  'N^A._  =  F^  N,  (N,  N,  -\-N,Ä,-  N,  Ä,), 
also  für  Doppelpunkte  H  oder  I: 
N^^  =  Nj^  =  F^N^-N,N,  =  N,G,'N,N,. 

Erkl.  304.  Eine  wichtige  Unterscheidung 
der  Figurenteile  78«  bis  d  liegt  in  der  Ver- 
schiedenheit der  Richtungen  der  Strecken 
M^M^  und  M^F^.  Haben  nämlich  M^M^  und 
M^F^  gleiche  Richtung,  liegen  also  M^  und 
F^  auf  gleicher  Seite  von  M^,  so  ist  das  Pro- 
dukt beider  Strecken  positiv,  und  die  Strecken 
M^H  oder  M^I,  deren  Quadrate  gleich  jenem 
Produkt  sind,  bleiben  reell  und  liegen  po- 
sitiv bezw.  negativ  von  gleicher  Länge 
beiderseits  M^  (Figur  78a,  (T),  Haben  aber 
M^M^  und  M-^F^  verschiedene  Richtung, 
liegen  also  M^  und  F^  auf  verschiedenen 
Seiten  von  M^,  so  ist  das  Produkt  beider 
Strecken  negativ,  und  die  Strecken  M^H  oder 
ilf,  i,  deren  Quadrate  gleich  jenem  Produkt 
sein  sollen,  werden  unmöglich,  oder  sie  sind 
imaginär,  es  existieren  keine  Doppel- 
punkte (Figur  78  y). 


2.  Bezeichnet  man  den  Mittelpunkt   der 
Strecke  G^F^  in  der  Reihe  t^  als  M^,  und 
seinen  zugeordneten  Punkt  in  ^2  als  M^,  so 
gilt  der  Satz  7  auch  in  der  Form: 
G,A,-F^A,  =  G,M,.F,M,. 

Wird  hier  in  allen  Strecken  Punkt  M^  ein- 
geführt, so  entsteht: 

G,Ä,  =  G,M,  +  M,A„ 

F^A^  =  F^M^-\-M^A^, 

F,M,  =  F,M,  +  M,M„ 
also: 

iG,M,  +  M,A,)iF,M,  +  M,A,) 

=  G,  M,  (F2  3f,  +  M,  M^),  oder 
G,M,-F^M^  +  3f^A^-F^M,  +  G^M.-M^A^ 
+  M^A,-M,A2  =  G^M^-F^M^  +  G,M,-M,M^. 
Hier  fällt  das   erste  Glied  beiderseits  fort, 
und  ferner  ist: 

G,M,  =  M,F^, 
also  kommt: 

M,  A,  ■M,A^  =  G,  M,  [M,  M^  —  M,Ao,-\-  M,  A,]. 
Setzt  man  also  für  A^  und  A^  einen  selbst- 
entsprechenden Punkt  H  oder  /,  so 
fallen  zwei  Glieder  der  Klammer  fort,  und 
es  bleibt: 

M^h'^  ==  G,M,-  M,  14  =  M^  M^  ■  M,  F2, 
bezw. : 

M^f  =  Gl  M, .  M,  M^  =  M,  M.,  •  Ml  F2. 
Hieraus  folgt  nun,  dass  die  Punkte  Hundi  1 
entweder  zusammenfallen,  oder  beiderseits 
von  M^  in  gleichem  Abstand  liegen  müssen. 


M. 


Wenn  aber   M.^  und 
fallen,   so   ist   M^M^ 
solche  Reihen  zugleich: 

M^H=  0  und  J^^I 


selbst  zusammen- 
0   und   damit   für 


0, 


d.  h.  die  Punkte  HIM^^  fallen  sämtlich  in 
einen  einzigen  Punkt,  eben  den  Mittel- 
punkt von  GiF^. 

3.  Zu  dem  Punkte  M^  haben  ausserdem 
die  Punkte  HIM^F^  eine  ganz  besondere 
Lage,  welche  später  als  harmonische 
Lage  erkannt  werden  wird. 

4.  Sind,  wie  in  Figur  78  a  und  d,  zwei 
Doppelpunkte  vorhanden,  so  erhält  man  eine 
bemerkenswerte  Beziehung,  wenn  man  die 
vier  Punkte  H^HqSiS^  der  Geraden  S^S^ 
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Erkl.  305.  Für  Punktreiben  der  ersten  Art 
erhält  man  die  Eigenschaft,  dass  die  beiden 
Doppelpunkte  H  und  I  mit  sämtlichen  zu- 
geordneten Punktepaaren  projektivische  Punkte- 
paare bilden.  Wendet  man  hierauf  den  Satz  9 
und  Auflösung  der  Aufgabe  103  an,  so  er- 
hält man  für  die  Punktreihen  sowie  für  per- 
spektivisch dazu  liegende  Strahlenbüschel  die 
Aussage : 

Satz.  In  zwei  projektivischen 
Punktreihen  oder  Strahlenbüscheln 
in  vereinigter  Lage  mit  zwei  Doppel- 
elementen werden  diese  Doppelele- 
mente durch  je  zwei  zugeordnete 
Elemente  nach  konstantem  Doppel- 
verhältnis getrennt.  Und  der  Wert 
desselben  ist  IM.^ :  il^H  in  Figur  78. 

Nimmt  man  also  die  Doppelelemente  als 
erstes  und  zweites  festes  Element,  und  durch- 
läuft das  eine  der  beiden  Gebilde,  so  hat  man 
die  geometrische  Darstellung  für  die  in  Ant- 
wort auf  Frage  35,3  und  Erkl.  119  und  Ant- 
wort auf  Frage  36,3  durch  Rechnung  ange- 
stellten Ueberlegungeu. 


Erkl.  306.  Für  die  Punktreihen  von  der 
zuletzt  genannten  Art  gibt  der  Schluss  neben- 
stehender Untersuchung  das  bemerkenswerte 
Ergebnis  als  allgemeine  Thatsache,  welches  in 
Aufgabe  91  nur  angedeutet  wurde.  Man  kann 
dasselbe  in  Worte  fassen  wie  folgt: 

Satz.  Zwei  gleichlaufende  pro- 
jektivische Punktreihen  in  vereinig- 
ter Lage  ohne  selbstentsprechende 
Punkte  können  stets  durch  zwei  kon- 
gruente gleichlaufenden  Strahlen- 
büschel in  vereinigter  Lage  proji- 
ziert werden.  Der  gemeinsame  Schei- 
tel liegt  senkrecht  über  dem  Mittelpunkte 
der  Strecke  zwischen  den  Fluchtpunkten  im 
Abstand : 


Da  in  diesem  Falle: 

<  ifiQ  =  («102)  =  (»h»h)  =  i9i9-i\ 
so  kann  man  die  Strahlen  zweier  kongruenten 
Strahlenbüschel     am     leichtesten     konstruiert 
denken  durch  die  beiden  Schenkel  eines  Win- 
kels, welcher  sich  um  seinen  Scheitel  dreht. 


in  Figur  69  und  70  der  Eeihe  nach  aus  den 
Punkten  der  Punktreihe  i^  auf  den  Träger 
^j2  projiziert.  Geschieht  dies  z.  B  aus  dem 
Punkte  Do,  so  entsteht  durch  DqH^  Punkt 


H^^,   durch 


D.H, 


Punkt   7,2,   durch  D^S^ 


Punkt  Dj,  durch  D^^S^  Punkt  D^,  also  ist: 

Geschieht  dasselbe  aus  dem  Punkte  -E'^,  so 
folgt  ebenso: 

und  durch  Scheitel  Lq  folgt: 

Folglich  ist  für  jedes  zugeordnete  Punkte- 
paar D-^D^  oder  E^E^  oder  L^L.^  u.  s.w.: 
HID^D^  Ä  HIE^E,  7\  HIL^L.2  u.  s.  w. 
5.  Sind  in  Figur  78  y  keine  selbstent- 
sprechenden Punkte  vorhanden,  und  errichtet 
man  (Figur  79)  in  M^  eine  Senkrechte  M^S 
von  der  Länge,  dass: 

so  ist  ifj  »S"  das  geometrische  Mittel  von  F^  M^ 
und  Mj^  M^,  oder  M^  S  die  Höhe  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  Hypotenuse  F^M^ 
Dann  ist: 

a)  <^(/'i»O  =  (/',»g  =  90'), 

t)  -^(A»'i)  ~irnx9x) 
wegen  des  gleichschenkligen  Dreiecks  -^2^1'^ 
mit  Grundseitenmitte  M^,  also: 
<  (f, 9x)  =  90  +  {m, g,)  =  {f^m,)  +  90  =  (f^g,). 
Folglich  wird  auch: 
c)  (»»1 5-1)  —  (»»1 A)  +  (A  9d  =  (»«2  fi)  +  (f2  9i) 

=  (»'2^2)- 
Daher  ist  S  Scheitel  eines  Büschels  fim^gi 
und  eines  Büschels  f2'>fh92  "^*  gleich- 
grossen  Winkeln,  so  dass  die  Punktreihen 
F^M^G^  und  F^M^G^  von  zwei  kongruen- 
ten Strahlenbüscheln  mit  gemeinsa- 
mem Scheitel  S  projiziert  werden.  "Wird 
also  von  diesen  drei  Strahlenpaaren  aus  jedes 
weitere  Paar  zugeordneter  Strahlen  mit 
gleichen  Doppelverhältnissen  konstruiert,  so 
entstehen  auch  für  je  zwei  weitere  zugeord- 
nete Strahlen  gleiche  Winkelgrössen 
mit  jenen  ursprünglichen  drei  Strahlen  und 
umgekehrt. 


Aufgabe  107.  Man  zeichne  zwei  kon- 
gruente Strahlenbüschel  a)  in  getrennter, 
b)  in  vereinigter  Lage. 


Aufgabe  108.     Es   seien   gegeben   zwei 
kongruente    gleichlaufende     Strahlenbüschel 

mit  getrennten  Scheiteln.  Man  soll  die  durch  Auflösung,  Die  Schnittpunkte  entspre- 
Projektion  entstehenden  Punktreihen  unter-  chender  Strahlen  liegen  wegen  gleicher 
suchen.  Winkel  alle  auf  dem  Kreise,  der  durch  beide 
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Erkl.  307.    Wenn: 

^  («1  \)    =    («2  h)^        <^  (^1  Ci)   =   (62  C^), 

also  auch: 

<^(aiC,)  =  (ajCa), 
so  muss  einerseits  für  einen  Kreis  durch  ÄjSjJ. 
aus  jedem  beliebigen  Punkte  C  der  Bogen  S^  S^ 
unter  dem  gleichen  Winkel  gesehen  werden, 
wie  von  A  aus,  —  und  andererseits  muss  für 
jedes  Viereck  AS^CS^  der  Satz  vom  Sehnen- 
viereck gelten,  wonach  ACS-^S^  auf  einem 
Kreise  liegen;  also  muss  C  auf  demselben 
Kreise  liegen,  der  durch  die  drei  Punkte 
AS^S^  bestimmt  ist.  —  Alles  dies  gilt  aber  nur 
für  gleichlaufende  kongruente  Büschel.  Die 
Behandlung  entgegengesetzt  laufender 
kongruenter  Strahlenbüschel  kann  erst  an 
viel  späterer  Stelle  erfolgen. 

Erkl.  308.  Die  Gerade  5',  S^  selbst  schnei- 
det nicht  etwa  selbstentsprechende  Punkte  aus, 
da  ja  ihre  Winkel  mit  a^  und  a^  nicht  gleich- 
gross  sind.  Vielmehr  entspricht  dem  Strahle 
SjSj  in  jedem  der  beiden  Büschel  ein  anderer 
Strahl,  welcher  jeweils  den  gleichgrossen  Winkel 
bildet,  nämlich  die  Tangente  im  andern  Scheitel. 
—  Für  Punkte  auf  dem  kleinen  Bogen  S^S., 
gilt  genau  gleiches,  wie  für  die  Punkte  ABC, 
da  die  Winkel  der  Strahlen  des  einen  Büschels 
mit  der  Sehne  S^S.,  als  Peripheriewinkel  auf 
gleichem  Bogen  gleich  sind  den  Winkeln  des 
entsprechenden  Strahles  mit  der  Tangente  im 
andern  Scheitel.  Es  entsprechen  also  einander 
insbesondere  die  Strahlen  der  beiderseitigen 
Winkel : 

(c/-),     ifd),     {dg),     ige) 
und  die  Punkte  der  beiderseitigen  Strecken: 
CF,     FD,     DG,     GE. 


Scheitel  und  einen  dieser  Schnittpunkte 
hindurchgeht.  Werden  daher  die  beiden 
Büschel  geschnitten  durch  eine  Grerade, 
welche  den  Kreis  gar  nicht  trifft,  so 
können  die  beiden  entstehenden  Punktreihen, 
wie  in  Figur  80,  keine  Doppelpunkte 
enthalten.  Wenn  die  Gerade  den  Kreis  be- 
rührt, so  ist  der  Berührungspunkt  zugleich 
einziger  Doppelpunkt  beider  Reihen; 
wenn  die  Gerade  den  Kreis  schneidet, 
so  sind  die  Schnittpunkte  die  beiden  Doppel- 
punkte. —  Liegen  dabei  -S'j  und  S^  auf 
gleicher  Seite  des  Trägers  t,  so  sind 
die  beiden  Punktreihen  gleichlaufend, 
liegt  S^  und  S^^  auf  verschiedener  Seite 
(oder  geht  t  zwischen  S^  und  »§2  hindurch), 
so  sind  die  beiden  Punktreihen  ungleich- 
laufend, und  sie  enthalten  in  diesem  Falle 
selbstverständlicherweiee  zwei  Doppelpunkte. 
Im  einzelnen  wiederholen  sich  die  früheren 
Bezeichnungen  der  gemeinsamen  Elemente 
d^e^,  der  Fluchtpunkte  F^G^,  welche  durch 
die  Parallelstrahlen  zu  t  durch  S^S^  er- 
zeugt werden  u.  s.  w. 


Aufgabe  109.  Es  seien  gegeben  zwei 
projektivische  Strahlenbüschel  in  schiefer 
oder  perspektivischer  Lage.    Man  soll  zwei 

zu  einander  senkrechte  Strahlen  des  einen  Andeutung.  Man  bringe  die  beiden 
Büschels  finden,  welchen  wieder  zwei  senk-  Büschel  in  perspektivische  Lage  und  ver- 
rechte Strahlen  des  andern  entsprechen.  fahre  nach  Antwort  38  und  Figur  27. 
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Aufgabe  HO.    Dieselbe  Aufgabe  für  die 
Büschel  in  Figur  79  und  80  durchzuführen. 


Aufgabe  111.  Es  seien  gegeben  die 
Träger  und  drei  Elementepaare  zweier  pro- 
jektivischen  Grundgebilde  —  in  perspek- 
tivischer oder  schiefer  Lage.  Man  soll  zu 
gegebenen  Elementen  des  ersten  durch  Rech- 
nung allein  die  entsprechenden  des  zweiten 
finden. 

Erkl.  309.  Die  nebenstehende  Auflösung 
gilt  ebensowohl  für  Punktreihe  und  Punktreihe, 
als  für  Strahlenbüschel  und  Strahlenbüschel, 
oder  für  Punktreihe  und  Strahlenbüschel.  Im 
ersten  Falle  wird  gemacht: 

(A,B,C,D,)  =  (A,B,C,D,), 
im  zweiten: 

im  dritten: 

(ABCD)  =  (abcd). 
Als  gemeinsames  Element  dient  bei  der  per- 
spektivischen Lage  im  ersten  Falle  der  Schnitt- 
punkt der  Punktreihen,  im  zweiten  die  Verbin- 
dungsgerade der  Scheitel,  im  dritten  jedes  be- 
liebige in  vereinigter  Lage  befindliche  Elemente- 
paar, d.  h.  ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels 
und  der  von  ihm  ausgeschnittene  Punkt. 

Erkl.  310.  Die  Auffindung  des  Doppel- 
verhältnisses geschieht  durch  Messung  der 
Strecken  bezw.  Winkel;  die  Berechnung  des 
vierten  Elements  nach  gefundenem  Doppel- 
verhältnis erfolgt  nach  Aufgabe  102  bezw. 
Erkl.  128  a  und  134  a,  indem  für  einen  Punkt 
der  Längenabstand,  für  eine  Gerade  die  Winkel- 
grösse  mit  den  gegebenen  Elementen  ermittelt 
wird. 


Auflösung.  Man  nimmt  die  drei  gege- 
benen Elementepaare  je  als  erstes,  zweites 
und  drittes  Element  für  ein  Doppelverhältnis. 
Ein  beliebiges  viertes  Element  des  ersten 
Gebildes  bildet  dann  mit  diesen  dreien  ein 
bestimmtes  Doppelverhältnis  X.  Sodann  kon- 
struiert man  im  zweiten  Gebilde  dasjenige 
vierte  Element,  welches  mit  den  drei  ersten 
Elementen  dieses  Gebildes  das  gleiche 
Doppelverhältnis  X  bildet.  Bei  perspek- 
tivischer Lage  bildet  das  gemeinsame  Ele- 
ment eines  der  drei  ersten.  Man  erhält  also 
die  Aussage  (vergl.  die  Sätze  in  Aufgabe  61 
und  67): 

Satz.  Die  projektivische  Ver- 
wandtschaft zweier  Gebilde  in  schie- 
fer Lage  ist  festgelegt  durch  Zuord- 
nung dreier  Elementepaare,  bei  per- 
spektivischer Lage  durch  Zuordnung 
zweier  Eleraentepaare  ausser  dem  ge- 
meinsamen Element  beider  Gebilde.  Zn 
jedem  vierten  Element  des  einen  Gebildes 
gibt  es  nur  ein  einziges  projektivisch  zu- 
geordnetes. 

(Man  sehe  dieselbe  Aufgabe  geometrisch 
gelöst  in  Aufgabe  79  und  83). 


Aufgabe  112.  Welche  Veränderung  er- 
leidet der  Satz  in  Aufgabe  111  für  kon- 
gruente und  für  ähnliche  Gebilde? 


Anfgabe  113.  Welches  Ergebnis  liefert 
der  vorige  Satz  für  Gebilde  in  vereinigter 
Lage  ? 

Erkl.  311.  Die  äusserst  wichtigen  Ergeb- 
nisse der  beiden  nebenstehenden  Aufgaben  111 
und  113  bilden  die  Fundameutalsätze  der  ganzen 
projektivischen  Geometrie.  Infolge  der  schon 
in  Erkl.  152  hervorgehobenen  Ueberlegenheit 
der  Theorie  der  Doppelverhältnisse  gegenüber 
der  rein  konstruktiven  Behandlung  der  Pro- 
jektivität  können  diese  Sätze  auf  Grund  der 
Rechnung  schon  an  dieser  Stelle  bewiesen 
werden ,  während  sie  im  rein  geometrischen 
Lehrgange  erst  durch  Zuhilfenahme  eines  neuen 
Beweismittels   erlangt  werden,  nämlicii    durch 

<., ,.!,..      p,-,,;..i..;,  ;   .,1,,. -...i: ..,.:„       i     t,.;]. 


Auflösung.  Für  Gebilde  in  vereinigter 
Lage  folgt  aus  dem  vorigen  Satze,  dass  wenn 
sie  drei  entsprechende  Elemente  zusammen- 
fallend haben,  dann  überhaupt  keine  ver- 
schiedenen Elemente  entstehen  können ,  son- 
dern jedes  Element  des  einen  Gebildes  mit 
dem  entsprechenden  der  andern  Eeihe  zu- 
sammenfallen mnss.  Man  kann  also  fest- 
stellen: 

Satz.  Zwei  projektivische  Ge- 
bilde in  vereinigter  Lage  können 
höchstens  zwei  Doppelelemente  be- 

10 
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die  harmonische  Beziehung.  (Man  vergleiche 
das  erste  Kapitel  des  folgenden  Teiles  dieses 
Lehrbuches,  Frage  12.) 

Erkl.  312.  Für  die  Zusammenfassung  von 
Punktreihe  und  Strahleäbüschel  —  allgemein 
für  ungleichartige  Gebilde  —  verliert  der  neben- 
stehende Satz  teilweise  seine  Bedeutung,  nicht 
aber  der  vorhergehende  Satz  der  Aufgabe  111. 


sitzen;  würden  drei  Eleraentepaare  zu- 
sammenfallen, so  wären  beide  Gebilde 
kongruent. 


Aufgabe  114.  Man  soll  das  Gleich- 
bleiben des  Doppelverhältnisses  bei  Ver- 
tauschung seiner  Elemente  geometrisch  unter- 
suchen. 

Erkl.  313.  In  Figur  81  ist  nebenstehende 
Beweisvorschrift  durchgeführt  für  den  Fall, 
dass  die  Reihenfolge  der  Punkte  als  erster, 
zweiter,  dritter,  vierter  mit  dem  Alphabet 
AB  CD  zusammenfällt.  Man  projiziert  also 
der  Reihe  nach  die  Punkte: 

1)  A  durch  Strahl  SA  auf  AG  als  A, 
B  durch  Strahl  SB  auf  ^(?  als  E, 
C  durch  Strahl  SC  auf  AG  als  F, 

D  durch  Strahl  SD  auf  AG  als  <?,   dann 

2)  A  durch  Strahl  BA  auf  SC  als  C, 
E  durch  Strahl  BE  ^uf  SC  als  S, 
F  durch  Strahl  BF  mt  SC  als  F, 

G  durch  Strahl  BG  mt  SC  als  H,    dann 

3)  C  durch  Strahl  GC  auf  AD  als  C, 
S  durch  Strahl  GS  auf  ^D  als  D, 
F  durch  Strahl  GF  s\.ut  AD  als  A, 
H  durch  Strahl  GH  B.\d  AD  als  B. 

Es  ist  folglich: 

ABCD  f\  AEFG  7\  CSFHJ^  CD  AB, 

also: 

ABCD  X  CD  AB. 
Und  gleiches  Ergebnis  liefert  die  Reihenfolge 
ADCB.    Nimmt  man  aber  für  die  Reihenfolge 
der  Punkte  als  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten 
ABDC  oder  ACDB,  so  folgt: 

ABCDJ^  DCBA; 
und  die  Reihenfolge  ACBD  oder  ADBC  liefert: 

ABCD-f^  BADC. 


Auflösung.  1.  Wenn  das  Doppelverhältnis 
gleichbleibt,  so  müssen  die  neuen  Gruppen 
der  vier  Elemente  projektivisch  sein  zu  den 
vorhergehenden.     Da  also  nach  Satz  6: 

(ABCD)  =  (BADC)  =  (_CDAB)  =  (DCBA), 

so  muss: 

ABCD  -f\  BADC  Ä  CD  AB  7\  DCBA 

sein ,  d.  h.  es  muss  jede  dieser  Elementen- 
gruppen durch  eine  Reihe  von  Projektionen 
aus  den  andern  bezw.  aus  der  ersten  erhalten 
werden  können.  Um  dies  nachzuweisen, 
projiziere  man  ].  die  ganz  beliebig  ge- 
wählten Punkte  ABCD  einer  Geraden  zu- 
nächst von  einem  beliebig  ausserhalb  ge- 
wählten Scheitelpunkte  S  auf  eine  Gerade, 
welche  durch  einen  ersten  der  vier  Punkte 
hindurchgeht,  sodann :  2.  die  so  entstandenen 
vier  neuen  Punkte  aus  einem  zweiten  der 
vier  ursprünglichen  Punkte  als  Scheitel  auf 
diejenige  Gerade,  welche  von  S  durch  einen 
dritten  derselben  geht,  und  endlich:  3.  die 
so  erhaltenen  vier  Punkte  wieder  auf  die 
ursprüngliche  Gerade  zurück  aus  demjenigen 
Schnittpunkte  als  Scheitel,  welcher  auf  der 
Verbindungsgeraden  von  <S' mit  dem  vierten 
der  ursptün glichen  Punkte  entstanden  war. 

2.  Dasselbe  lässt  sich  für  vier  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  untereinander  durch- 
führen, sowie  auch  ausserdem  für  vier  Ele- 
mente eines  Gebildes  mit  den  entsprechen- 
denlTmstellungen  eines  anderen,  das  sich 
in  irgend  einer  Zusammenstellung  mit  dem 


Ä^B^C^D^  i\  lade  i\  cdab  /\  dcla. 
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Erkl.  314.    ilan  könnte  sich  die  Ursprung-  ersten  in  projektivischer  Lage  befinden  würde, 

liehe  Gerade  mit  den  vier  Punkten  ABCD  vor-  Es  ist  also  auch: 

stellen   als   gemeinsamen   Träger  für  vier  ^^     ^  ^^ ^^  ^  ^^^^^^ 

projektivische  Punktreihen  m  vereinigter  i"''tw       v         ;       v         j       k         i^ 

Lage,  bei  welchen  die  Elemente  AB  CD  der  und  wenn: 

Reihe  nach  jedesmal  vertauscht  sind  und  doch  -^  B,C,DA  =  U.,5,aD,)  oder  =  (ahcd), 

stets    vier    projektivisch    zugeordnete    Punkte  ^    i    i    i    »■'       \   i    .    .    ^ 

bleiben,   nur   unter  den   verschiedenen  Benen-  so  ist  auch: 

'i^^g«^--        .     ,      ,     ,R^n  Ä,B,C,D,-B,A^D^C,-,C,D,A,B, 

in  t,  als  A,B,C, D,,  —  ^^ ^^ ^^ ^^^ 

in  fa  als  B.^A^D^Cj,  oder: 

in  <3  als  C^D^A^B^ 
in  /^  als  D^C^B^A^. 

(Man  vergleiche  zu  dieser  Aufgabe  114  auch  3.  Die  letztere  Thatsache  kann  auch  in 
die  verwandte  Aufgabe  155  dieser  Aufgaben-  der  Richtung  wichtig  werden,  dass  wenn 
Sammlung.)  von  zwei  projektivischen  Gebilden  nur  be- 

kannt ist,  dass  vier  bestimmte  aber  nicht 
Erkl.  815.  Drückt  man  diese  Ergebnisse  benannte  Elemente  des  einen  Gebüdes  vier 
in  Worten  aus,  so  erhält  man  die  Aussagen:  bestimmten  aber  nicht  benannten  Elementen 
Satz  6a.  Eine  beliebige  Gruppe  des  andern  entsprechen  müssen  —  dann  die 
von  vier  Elementen  eines  Elementar-  Benennung  der  gegenseitig  zuzuord- 
gebildes  ist  projektivisch  verwandt  mit  senden  Elemente  noch  auf  jede  der 
denjenigen  drei  Gruppierungen  derselben      .       ^.  ^  statthaft  ist. 

vier  Elemente,  welche  aus  der  vorigen    '  ° 

durch  Vertauschung  zweier  beliebigen 
Elemente  und  zugleich  der  beiden 
andern  hervorgeht. 

Satz  6  b.  Wenn  zwei  Gruppen  von  je 
vier  Elementen  zweier  Gebilde  projektivisch 
sind,  so  bleibt  die  Projektivität  auch 
dann  bestehen,  wenn  in  einer  der  Gruppen 
zwei  beliebige  Paare  der  Elemente  mit- 
einander vertauscht  werden. 


Aufgabe   115.     Man    soll    zwei    projek- 
tivische Punktreiheu  aus  der  schiefen  in  die 

perspektivische  Lage  verbringen.  Auflösung.    Man  verbinde  zwei  beliebig 

zugeordnete  Punkte  A^  und  A^   durch  eine 

Erkl.  316.  Ist  zum  Schnittpunkt  beider  Strecke  a  und  verschiebe  die  eme  der  Punkt- 
Reihen  t,t^  —  aufgefasst  als  Punkt  i>,  der  reihen  t.-,  sich  selbst  parallel  längs  dieser 
ersten  Reihe  —  der  zugeordnete  Punkt  D,  be-  Verbindungsgeraden  a  als  Leitlinie,  bis  in 
kannt,  so  kann  die  Strecke  D^D^  selbst  als  der  Lage  ^3  die  zugeordneten  Punkte  ^1^.2^3 
Leitlinie  der  Verschiebung  für  eine  der  beiden  zusammenfallen.  Dann  sind  alle  \'erbindangs- 
Punktreihen  gewählt  werden.  Es  kann  also  geraden  B^B^^  C^C^  n.  s.  w.  parallel  und 
entweder  t,  sich  selbst  parallel  verschoben  -^^^^^  j  mit  J,  vi,,  und  alle  Verbindungs- 
werden lä^ngs^    bis  A  i"  A  ^jlt  (und  dannj    ^        „  P       Af.         ^  ^^      ^^^^    d^,ch 

Tellst/o^rtfesfho'^en^w^Ä  ^^  '^t  '--   ^^ ^^ .  ^    Projeftionsscheitel 

fällt,  so  dass  jeder  Punkt  von  /.,  um  die  Strecke  der    m    perspektivischer    Lage    befandUchen 

AZ),  in  gleicher  Richtung  verlegt  wird.  Punktreihen  t^  und  t^. 

Aufgabe  116.  Wie  gestaltet  sich  die- 
selbe Aufgabe  für  kongruente  oder  für  ähn- 
liche Punktreihen? 


Aufgabe  117.  Eine  beliebige  Strecke 
als  Projektion  einer  beliebigen  anderen  auf- 
zufassen. 


U8 
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Aufgabe  118.  Man  soll  zwei  projek- 
tivische  Strahlenbüscliel  aus  der  schiefen  in 
die  perspektivische  Lage  verbringen. 

Erkl.  317.  Ist  zum  Verbindungsstrahl  der  bei- 
den Scheitel  S^  S^  —  aufgefasst  als  Strahl  (7,  des 
ersten  Büschels  —  der  zugeordnete  Strahl  (/., 
bekannt,  so  kann  der  Punkt  Ä>  selbst  als  Dreh- 
punkt für  einen  der  beiden  Büschel  S^  oder  S.^ 
und  der  Winkel  (d,  d^)  oder  sein  Nebenwinkel  als 
Mass  der  Drehung  genommen  werden,  so  dass 
entweder  Ä,  um  seinen  eigenen  Scheitel  gedreht, 
oder  der  ganze  Büschel  S^  um.  Punkt  Ä^  so  weit 
gedreht  wird,  bis  d^d^  zusammenfallen.  In 
beiden  Fällen  wird  jeder  Strahl  von  S^  oder  S, 
um  den  gleichen  Winkel  gedreht. 

Erkl.  318.  In  Figur  82  liegen  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  der  Büschel  S^  S^ 
auf  dem  Kreis  mit  Mittelpunkt  I/53,  für  die 
Büschel  S.,S^  auf  dem  Kreis  mit  Mittelpunkt 
M^^.  Die  beiden  Büschel  S^  und  S^  in  Fig.  82 
sind  von  der  Art,  welche  in  Aufgabe  64  und 
Figur  59b  behaudelt  wurde,  die  Winkel  ent- 
sprechender Strahlen  bilden  mit  S^A  gleiche 
Wechsel  Winkel,  nicht  gleiche  korrespon- 
dierende.   Daher  sind  die  Dreiecke: 

Ä,  S,  ^3  SN5  Si  S,  B^,    S,  S.,  C'3  SV5  S,  S^  C\, 
folglich : 

Oj  xjg  :  Oj  C3  =  Oj  x>4  :  Oj  (7^, 
und  demnach:   t^^Wt^^  in  der  Weise,   dass   die 


Auflösung.  Man  bringe  zwei  beliebig  zu- 
geordnete Strahlen  a^  und  a^  zum  Schnitt  in  A 
(Figur  82)  und  drehe  den  einen  der  Büschel 
z.  B.  S.2  sich  selbst  kongruent  um  diesen 
Schnittpunkt  als  Drehpunkt,  bis  in  der  Lage 
Sq  die  zugeordneten  Strahlen  a^a^a^  zu- 
sammenfallen. Dann  liegen  alle  Schnittpunkte 
^2^3'  ^2*^3  entsprechender  Strahlen  der  kon- 
gruenten Büschel  S^S^  nach  Aufgabe  108 
und  Figur  80  auf  dem  Kreise  durch  die  drei 
Punkte  Ä  -S'g  S^,  und  alle  Schnittpunkte  h^  b^, 
c^Cq  liegen  auf  einer  Geraden  f-^^,  als 
der  Perspektivitäfsachse  der  nunmehr  in  per- 
spektivischer Lage  befindlichen  Strahlen- 
büschel *S'j  und  »S'g. 

Da  der  Kreis  mit  Radius  AS^  die  Ge- 
rade S\A  in  zwei  Punkten  schneidet,  so  lässt 
die  Aufgabe  zweierlei  Lösungen  zu,  und  für 
den  Punkt  S\  als  Scheitel  gilt  dasselbe  wie 
für  .S'3:  Die  Schnittpunkte  b^b^,  c^c^  ent- 
sprechender Strahlen  der  kongruenten  Bü- 
schel S^S^  liegen  wieder  auf  dem  Kreise 
durch  die  drei  Punkte  AS^S^,  imd  alle 
Schnittpunkte  b^b^,  c^c^  liegen  auf  einer 
Geraden  t^^  als  der  Perspektivitäfsachse 
der  in  perspektivischer  Lage  befindlichen 
Strablenbüschel  S^  S^. 
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entsprechenden  Abstände  S^A.  und  S^A^.  S^B^ 
und  S^B^  u.  s.  w. ,  sowie  auch  S,A^  und  S^A^, 
S.  B^  und  5j  B^  u.  s.  w.  und  endlich  auch  A^  B^ 
unäA^B^,  B.C.  und  B^C^  u.  s.  w.  in  glei- 
chem Verhältnis  stehen,  nämlich  sämtlich 
wie  Sj  S3 :  S,  S^.  Wären  5,  und  Ä.  kongruent, 
so  würden  t^  und  t^  bezüglich  die  Mittelsenk- 
rechten von  5,53  und  S,  S^.  —  Zugleich  sieht 
man.  wie  verschieden  die  Auffassung  des  Schnitt- 
punktes zusammenfallender  Geraden  ist:  ajöga^ 
fallen  zusammen.  Während  aber  a,  a.,  einander 
schneiden  in  A^  muss  als  Schnittpunkt  von  a^  a^ 
gelten  der  Punkt  A.  (auf  t^.  wie  B.C.),  von 
a,a.  Punkt  A^  (auf"  Z',^  wie  B^CJ,  von  a^a^ 
der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden,  weil 
auch  bgb^,  c.c^  ihren  Schnittpunkt  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  haben. 

Erkl.  319.  Man  könnte  o»  mit  Oj  auch  zur 
Deckung  bringen  vermittels  Tmklappung  um 
die  Winkelhalbierende  des  Winkels  öja., 
oder  seines  Nebenwinkels.  Dabei  würde  die 
L'mlaufsrichtung  von  S.,  umgekehrt,  so  dass 
also  .S'i^'s  bezw.  S^S^  gleiche  Umlaufsrichtung 
erhalten.  Die  Grössenbeziehungen  der  Erkl.  318 
bleiben  zwar  bestehen;  aber  die  rmlaufsrich- 
tung  eines  Büschels  bildet  für  die  projektivi- 
sche  Geometrie  eine  so  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  mit  Veränderungen  derselben  ver- 
bundene Konstruktionen  hier  besser  ausser  Be- 
tracht bleiben. 


Die  Büschel  S^  und  S.,  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  sind  von  entgegengesetzter  Um- 
laufsrichtung {Oib^c^  um  ^'i  mit  dem  Uhr- 
zeiger, a^b^c^  um  .S".,  gegen  den  Uhrzeiger). 
Durch  die  kongruente  Verschiebung  nach  S^ 
oder  S^  bleibt  die  Umlanfsrichtung  von  -S', 
jedesmal  ungeändert,  folglich  muss  auch  so- 
wohl .S\  und  63  als  S^  und  >'^  jedesmal  von 
entgegengesetzter  Umlaufsrichtung  sein,  und 
daher  geht  die  Perspektivitätsachse  f^^  oder 
t^^  jedesmal  zwischen  den  Scheiteln  .S\  und 
^'3  bezw.  ^j  und  S^  hindurch.  Bei  gleich- 
laufender Richtung  von  6'j  und  .Sg  dagegen 
wären  auch  S.^  und  S^  bezw.  S\  und  ^^ 
entgegengesetzt  projektivisch ,  und  S-^S^ 
müssten  auf  gleicher  Seite  von  ^^3  bezw. 
S^S^  auf  gleicher  Seite  von  f^^  liegen. 


Aufgabe  119.    Dieselbe  Aufgabe  für  kon- 
gruente Strahlenbüschel  zu  lösen.         


Aufgabe  120.  Zwei  beliebige  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  als  Projektion  zweier 
anderen  aufzufassen. 


Aufgabe  121.  Es  seien  gegeben  drei 
Paukte  einer  Punktreihe  und  die  zugeord- 
neten Strahlen  eines  Strahlenbüschels.  Man 
soll: 

1.  die    I'unktreihe   zum   Strahlenbüschel, 

2.  den  Strahlenbüschel  zur  Punktreihe  in 
perspektivische  Lage  bringen. 

Erkl.  320.  Die  beiden  Auflösungen  vor- 
stehender Aufgabe  entsprechen  den  Aufgaben  150 
des  VL  Teiles  bezw.  Aufgabe  58  des  IV.  Teiles 
von  Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie. 
In  der  ersten  muss  zuerst  die  Richtung  ge- 
sucht werden,  in  welcher  sämtliche  Strecken 
^oßjC'j,  A-^B^C^  liegen  müssen,  um  von  abc 
im  Verhältnis  AB.  BC  geteilt  zn  werden :  dies 
geschieht  durch  den  ersten  Teil  der  Lösung; 
und  im  zweiten  Teil  wird  ABC  auch  der  Grösse 
nach  parallel  dieser  Richtung  eingetragen.  — 
In  der  zweiten  Aufgabe  wird  nur  der  Satz  vom 
Peripheriewinkel  bezw.  Sehnentangentenwinkel 
benutzt,  um  .S,  zu  finden  als  gemeinsamen  Punkt 
der  beiden  geometrischen  Oerter. 


Auflösung.  Die  in  getrennter  Lage  ge- 
gebenen Gebilde:  Punktreihe  ABC  und  Strah- 
lenbüschel abc  in  Fig.  83  sollen  in  perspek- 
tivische Lage  gebracht  werden,  indem  ent- 
weder ABC  zu  abc  oder  abc  zu  ABC 
hingebracht  wird. 

1.  Man  lege  die  Strecke  ABC  als  A^B^C^ 
auf  den  Strahl  c  des  Büschels  ■'^,  ziehe 
B^B^  II  a  bis  zum  Schnitt  mit  b  und  ver- 
binde Cj2  mit  B^,  so  ist: 

A^B^:B,C^  =  A,B,:B^C._  =  AB.BC. 
Legt  man   dann   Cj.lj  auf   C,A.^,   so   dass 
C^D  =  CA  wird,  und  zieht: 

DA^  II  c  und  AjCsWDC^, 
so  ist: 

XC„  ==  DC's  =  J,C,  —  AC 
und 

A^B^ :  BjCa  —  AjBj :  B^C^  ~  AB:  BC. 
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Figur  83  I  und  II. 


Erkl.  321.  Sind  ABC  und  abc  Einzel- 
elemente  von  einer  Punktreihe  bezw.  einem 
Strahlenbüschel,  so  müssen  weitere  projektivisch 
entsprechenden  Elemente  beider  Gebilde 
nach  gleichem  Doppelverhältnis  konstruiert 
werden,  also  nach  Herstellung  der  perspek- 
tivischen Lage  zwischen  ABC  und  abc  eben- 
falls in  vereinigter  Lage  sein,  wie  Aa,  Bb,  Cc 
Man  kann  daher  eine  Punktreihe  mit 
einem  projektivischen  Strahlenbüschel 
in  perspektivische  Lage  bringen,  so 
dass  je  zwei  entsprechende  Elemente 
in  vereinigte  Lage  gelangen,  indem  man 
mit  drei  beliebig  ausgewählten  Ele- 
menten ABC  und  abc  obige  Konstruktion 
ausführt.  —  Nicht  als  neue,  sondern  als  iden- 
tische Lösung  gilt  die  Lage  der  Figur,  welche 
bei  Figur  831  durch  Umdrehung  um  180"  um 
Scheitel  S  als  Symmetriezentrum,  bei  Fig.  83  11 
durch  Umklappung  um  ABC  als  Symmetrie- 
achse entsteht. 


Man  erhält  also  eine  einzige  Lage  für  ABC, 
in  welcher  diese  Strecke  mit  abc  perspek- 
tivisch liegt. 

2.  Man  lege  im  Punkte  B  an  der  Strecke 
BA  den  Winkel  (ab),  an  der  Strecke  BC 
den  Winkel  (bc)  an  und  suche  dadurch  die 
Mittelpunkte  M  und  M'  der  beiden  Kreise, 
von  deren  Punkten  aus  AB  unter  dem 
Winkel  (a  b)  bezw.  B  C  unter  dem  Winkel  {b  c) 
gesehen  wird.  Wo  beide  Kreise  einander 
schneiden,  ist  der  Punkt  S.^,  für  welchen: 

'^AS^B  =  ABN:=iab) 
und 

^  CS^B  =  CBN'  —  (cb), 

also  Büschel  S^  kongruent  Büschel  S.  Wieder 
erhält  man  eine  einzige  Lage  S^,  in  welcher 
Büschel  abc  mit  ABC  perspektivisch  liegt. 


Aufgabe  122.  Man  soll  mit  jeder  von 
zwei  beliebigen  auf  gemeinsamem  Träger 
liegenden  Punktreihen  denselben  vorgegebe- 
nen projektivisch  verwandten  Strahlenbüschel 
in  perspektivische  Lage  bringen. 


Aufgabe  123.  Man  soll  in  zwei  pro- 
jektivisch verwandten  Punktreihen  auf  ge-  Auflösung.  Man  verbinde  die  drei  Punkte 
meinsamem  Träger  die  Doppel  demente  A.B^C.  mit  einem  ganz  beliebigen  Punkte 
aufsuchen,  wenn  drei  beliebige  Paare  zu-  g^  ^^^  Ebene  und  bringe  den  so  entstan- 
geordneter  Elemente  A^A^,  B^B^,  C^C^  ge-  ^g^j^n  Strahlenbüschel  nach  Aufgabe  121 
geben  sind.  jj^it   A^B^C^    in    perspektivische    Lage   als 

Büschel  «S'a.    Dann  sind  die  Büschel  aS'j  und 


Aufgaben  über  die  Massbeziehvingen  projektivischer  Gebilde, 
Fisrur  84. 
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Erkl.  322.  Die  nebenstehende  Auflösung 
bildet  die  Vervollständigung  der  Aufgaben  86, 
87,  93.  Die  vorliegende  Aufgabe  konnte  an 
jener  Stelle  ohne  Benutzung  von  Mass- 
eigenschaften nicht  gelöst  werden,  da  deren 
Lösung  ohne  solche  eine  höhere  Aufgabe  („vom 
zweiten  Grade")  darstellt.  —  Aus  der  Lösungs- 
weise erkennt  man  sofort  wieder,  dass  entgegen- 
gesetzt laufende  Punktreihen  zwei  Doppel- 
punkte haben  müssen,  da  ja  die  Scheitel 
S,  So  dann  auf  entgegengesetzte  Seiten  der 
Geraden  t  zu  liegen  kommen  müssen,  um  — 
selbst  gleichlaufend  —  mit  ungleich  laufenden 
Reihen  perspektivisch  zu  werden. 


5*2  kongruent  und  gleichlaufend  (vergl.  Auf- 
gabe 108),  also  liegen  die  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Strahlen  sämtlich  auf  dem 
Kreis,  welcher  durch  »S'i-S'o  und  einen  be- 
liebigen der  Schnittpunkte  geht.  Hat  also 
die  Gerade  t  mit  dem  Kreis  keinen,  einen, 
oder  zwei  Schnittpunkte,  so  haben  auch  die 
beiden  Punktreihen  t^t^,  keinen,  einen  oder 
zwei  Doppelpunkte,  und  eben  diese  Schnitt- 
punkte sind  die  Doppelpunkte.  —  Im  übrigen 
liefert  dieser  Kreis  natürlich  auch  zu  jedem 
sonstigen  Punkte  der  einen  Reihe  leicht  den 
entsprechenden  der  andern. 


Aufgabe  124.  Man  soll  in  zwei  pro- 
jektivisch  verwandten  Strahlenbüscheln 
mit  gemeinsamem  Scheitel  die  Doppel- 
strahlen  aufsuchen,  wenn  drei  beliebig  ge- 
paarte Strahlenpaare  gegeben  sind. 


Andeutung,  Wird  durch  Projektion  auf 
eine  beliebige  Gerade  auf  vorige  Aufgabe 
zurückgeführt. 


Aufgabe  125.  Zwei  prqjekti%'ische  Pnnkt- 
reihen  t^t^  seien  in  perspektivische  Lage  ge- 
bracht, und  es  werde  die  eine  derselben  t^ 
um  den  Schnittpunkt  gedreht;  welche  Lagen- 
veränderung erfährt  der  Scheitel  .'?'? 

Figur  85. 


Auflösung.  Zur  Lösung  dieser  Aufgabe 
dient  die  Betrachtung  des  Fluchtpunktes  bei- 
der Reihen.  Wenn  t^  um  D-^^  gedreht  wird, 
so  bleibt  G^  in  konstantem  Abstand  von  D^, 
beschreibt  also  (wie  jeder  Punkt  von 
^i)  einen  Kreis  um  D^  und  zwar  mit 
Radius  DG^.    Die  Strecken: 

SG^,     S'G^',     S"  G^" 

sind  jedesmal  parallel  f^  und  die 
Strahlen: 

SF,,     S'Fj,     S"F^ 

sind  parallel  der  entsprechenden  Lage 
von  fi,  /"/,  t^".  Folglich  ist  S  stets 
vierter  Eckpunkt  eines  Parallelogramms 
mit  fester  Seite  D2F2  und  gleich- 
bleibender   Seitenlänge    D-^G^,    also 
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Erkl.  323.    Würde  sich  nicht  t„  sondern  t^   auch  mit  stets  gleichlang-er  Seite  F^S.    Da- 
um Z)„  drehen,  so  würde  der  Punkt  S  wieder   jier  hat   .S'  stets   gleiclien  Abstand  von  F., 
einen  Kreis  beschreiben  müssen,  aber  nicht  um   „nd   somit   beschreibt   S  einen  Kreis   um 
i^2,  sondern  um  G,  und  zwar  mit  Radius  DF^.    j^   mit  Pa^ino 
—  In  Figur  85  bieten  die  Lagen  u  und  t,  den    ^2  inii  xtduius. 
Fall,  wo  sich  Punkt  S  im  kleineren  Winkel  der  F^S  =  D^G^. 

Geraden  t.^  und  t^  befindet;  die  Lagen  t^  und 
t^"  dagegen  den  Fall,  wo  sich  Punkt  S  im 
grösseren  Winkel  der  Geraden  t^  und  t^"  be- 
findet. Für  beide  Fälle  —  die  ja  eben  durch 
Drehung  ineinander  übergehen  können  —  bleibt 
dieselbe  Erwägung  bestehen. 


Aufgabe  126.  Man  untersuche  die  Lagen- 
veränderung der  Perspektivitätsachse  zweier 
perspektivischliegenden  Strahlenbüschel,  wenn 
einer  derselben  längs  dem  gemeinsamen  Strahle 
verschoben  wird. 


Aufgabe  127.  Man  betrachte  t^t^t^  als 
drei  gemeinsam  in  perspektivischer  Lage 
mit  einzigem  Schnittpunkt  1)^23  befind- 
liche projektivi sehen  Punktreihen  und  unter- 
suche   die    Lage     der    Projektionsscheitel 


'^12'*' 13 '^23' 


Erkl.  324.  Verbindet  man  die  Punkte 
A^A.^A^,  B^B.^B^,  so  erhält  man  zwei  Dreiecke, 
deren  Eckpunkte  auf  drei  Strahlen  eines  Punk- 
tes i),23  liegen,  und  deren  Seiten  einander  folg- 
lich in  den  Punkten  einer  Geraden  S^^Sy^^S^^ 
schneiden.  Es  sind  also  zwei  perspektivi- 
sche Dreiecke,  wie  solche  in  Aufgabe  73  a 
behandelt  wurden.  Die  nebenstehenden  Be- 
weise der  Sätze  in  Aufgabe  73  sind  gegen  die 
dortige  Beweisführung  frei  von  den  räumlichen 
Betrachtungen,  jedoch  setzen  dieselben  gdie 
Eindeutigkeit  der  projektivischen  Beziehung 
voraus,  welche  an  jener  Stelle  (ohne  Doppel- 
verhältnisse)  noch  nicht  erwiesen  war. 


Andeutung.    Man  beachte  die  entstehen- 
den ähnlichen  Dreiecke. 


Auflösung.  Bezeichnet  man  in  Figur  85 
t^'  als  ^3  und  bezieht  aufeinander  t^t^, 
t^t^,  t^t^,  so  schneiden  einander  in  S^^  die 
Strahlen  Ä^A^,  B^B^-  ■  -,  in  Ä,3  die  Strahlen 
A^A^,  B-^B^--,  in  S^^  die  Strahlen  ^2^3» 
B^B^--.  Verbindet  man  daher  *S'i2  und 
/S'ig,  so  trifft  dieser  Strahl  sowohl  wegen  >S',2 
auf  t^^  und  to  die  entsprechenden  Punkte  P^  P^, 
als  auch  wegen  »^13  auf  t-^^  und  /g  die  ent- 
sprechenden Punkte  Pj  und  P3.  Demnach 
liegen  die  Punkte  P2P3  beide  auf  dieser 
Geraden  S^c^S.^^.  Da  aber  die  Verbiudungs- 
gerade  von  PgPg  durch  623  gehen  muss,  so 
müssen  Sy^  .S'jg  >S'23  auf  einer  Geraden 
liegen.  —  Ebenso  hätte  man  ausgehen 
können  von  S-^^^  und  S^^  oder  S^^  und  Ä^g, 
und  jeweils  gefunden,  dass  der  dritte  Scheitel 
mit  beiden  andern  auf  derselben  Geraden 
liegt. 


Aufgabe  128.  Man  betrachte  S^S^S.^ 
als  drei  gemeinsam  in  perspektivischer  Lage 
mit  einzigem  Verbindungsstrahl  d^^^  be- 
findliche projektivischen  Strahlenbüschel  und 
untersuche  die  Lage  der  Perspektivitäts- 
achsen  ttot.Jgo. 


Erkl.  325.  Die  nebenstehende  Ausführung 
behandelt  die  perspektivischen  Dreiecke  der 
Aufgabe  73  b.  Denn  wenn  man  die  Strahlen 
aj«,«.,,  fci&2^3  2""^  Schnitt  bringt,  so  erhält 
man  zwei  Dreiecke,  deren  Seiten  durch  die 
Punkte  einer  Geraden  ^,03  gehen,  und  deren 
Eckpunkte  folglich  auf  den  Strahlen  eines 
Punktes  ^12^13^23  liegen.    (Mau  kann  als  Figur 


Auflösung.  Auf  ifi2  schneiden  einander 
alle  a^a^,  auf  t^.^  alle  a-^a^,  auf  /gs  alle  02^3- 
Bringt  man  t^^,  und  t^^  zum  Schnitt,  so  gehen 
durch  diesen  Schnittpunkt  sowohl  wegen  t-^^ 
die  entsprechenden  Strahlen  p^  und  p^  aus 
S^  und  S^,  als  auch  wegen  t^^  die  ent- 
sprechenden Stralilen  p^  und  p^  aus  S^  und 
Äg.  iJemnach  gehen  die  Strahlen  p^  und  p^ 
beide  durch  den  Schnittpunkt  von  t^^t^^.  Da 
aber  der  Schnittpunkt  von  PiP^  auf  /^ 
liegen  muss,  so  müssen  ^12^13^23  durch  einen 
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die  Fignr  85  insoweit  verwenden,  als  dort  vier  Punkt  gehen.  —  Ebenso  hätte  man  ausgehen 

perspektivische  Ptinktreihen  durch  den  Punkt  können  von  t^^  und  t^^  oder  /,3  und  f.^g,  und 

A-2S  gehen.     Aber  die  Projektionsscheitel  sind  jeweüs  gefunden,  dass  der  dritte  Träger  mit 

dort  immer  nur  als  Scheitel  für  dieselbe  Reihe  '^^^^^^  ^^^^^^    ^^^^^  denselben  Punkt  geht, 

fj  mit  je  emer  der  andern  gewählt,  nicht,  wie  ° 
hier  nötig,  auch  für  je  zwei  der  andern  Reihen 
untereinander.) 


Aufgabe  129.  Wie  werden  die  vorigen 
Ergebnisse  für  mehr  als  drei  Gebilde  in  per- 
spektivischer Lage  mit  einzigem  gemein- 
samem Element? 


Andeutung.  Für  jede  mögliche  Grup- 
pierung von  drei  Gebilden  gilt  der  Inhalt 
der  vorigen  Autlösungen  in  gesonderter 
Weise. 


Aufgabe  130.  Man  soll  die  vorigen  Er- 
gebnisse für  bewegliche  Elemente  aus- 
sprechen. 

Erkl.  326.  Als  Figur  zu  beiden  neben- 
stehenden Sätzen  benütze  man  die  Figuren  63 
und  64  und  denke  sich  Dreieck  A^B^C\  ver- 
schoben in  die  Lage  A.yB,C.^.  Die  Eckpunkte 
des  letzteren  entstehen,  indem  die  Punkte 
^1,  5,,  C,  gleiten  auf  den  Strahlen  durch  S, 
die  Seiten  des  letzteren  entstehen,  indem  die 
Seiten  ^,  jB,  ,  B^C^.  C\A^  sich  drehen  um  die 
Punkte  der  Geraden  EHK.  Kommen  nur  zwei 
Dreiecke  zueinander  in  Beziehung,  so  wird  das 
dritte  Element  immer  das  einzige  in  der  freien 
Bewegung  beschränkte,  und  daher  kann  man 
die  Sätze  dann  auch  aussprechen  mit  folgenden 
Schlüssen : 

Satz  a.  •  •  •  so  liegt  der  Schnittpunkt 
der  dritten  Seiten  auf  der  Verbindungsgera- 
den der  Schnittptmkte  der  ersten. 

Satz  b.  •  •  •  so  geht  die  Verbindtmgs- 
gerade  der  dritten  Eckpunkte  durch  den 
Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden  der 
ersten. 


Auflösung.  Betrachtet  mau  die  von  den 
Punkten  der  Eeiheu  bezw.  den  Strahlen  der 
Büschel  gebildeten  Figuren  als  bewegliche 
Vielecke,  so  erhält  man  folgende  Aus- 
drucksweise : 

Satz  a.  Werden  die  Eckpunkte 
eines  Dreiecks  verschoben  auf  drei 
Geraden  eines  Punktes,  und  drehen 
sich  dabei  zwei  von  dessen  Seiten  um 
zwei  feste  Punkte,  so  geht  auch  die 
dritte  Seite  beständig  durch  einen 
festen  dritten  Punkt,  der  mit  den 
beiden  vorigen  auf  einer  Geraden 
liegt. 

Satz  b.  Werden  die  Seiten  eines 
Dreiecks  gedreht  um  drei  Punkte 
einer  Geraden,  und  verschieben  sich 
dabei  zwei  von  dessen  Eckpunkten 
auf  zwei  Geraden,  so  gleitet  auch  die 
dritte  Ecke  auf  einer  dritten  festen 
Geraden,  die  mit  den  beiden  vorigen 
durch  einen  Punkt  geht. 


Aufgabe  131.    Dieselbe  Auffassungsweise 
für  Aufgabe  129  durchzuführen. 


Aufgabe  132.  Man  betrachte  t^t^t^  als 
drei  paarweise  in  perspektivischer  Lage  be- 
findliche projektivischen  Panktreihen  mit  ge- 
meinsamen Schnittpunkten  A^^B^^C^^  und 
untersuche  die  Lage  der  Projektionsscheitel. 


ErkL  327.  Man  beachte  den  Unterschied 
zwischen  der  Aufgabe  132  (bezw.  133)  und  der 
Aufgabe  127  (bezw.  128).  Jene  frühere  Auf- 
^  abe  behandelte  einen  viel  spezielleren  Fall  als 
ie  vorliegende.  Denn  während  dort  die  drei 
i'iojektivisch  liegenden  Gebilde  nur  ein  ein- 
ziges gemeinsames  Element  hatten,  bestehen   nach    S^^    und    S^ 


Auflösung.  Ist  6',2  in  Figur  861  Pro- 
jektionsscheitel für  tyt^,  Äjg  für  ^1^3,  so 
findet  man   den  zugehörigen  Punkt  A^  auf 


/j  zu  ^23,  indem  man  /,  schneidet  entweder 
mit  der  Geraden  ^2*^12  oder  mit  der  Ge- 
raden ^a-^ig.  Da  es  aber  nur  einen  einzigen 
Punkt  .1,  geben  kann,  und  A,^  mit  A^  iden- 
tisch ist,  so  müssen  die  Geraden  von  Jjs 
in    eine    einzige    zu- 
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nunmehr  drei  verschiedene  gemeinsame  Ele-  sammenfallen,  also  muss  A^^  auf  der  Geraden 
mente  für  die  drei  Paare  von  perspektivischen  ^5'  Hegen.  —  Aus  ganz  gleichem  Grunde 
Verwandtschaften.  Die  drei  Punkte  welche  „„ss  B,,  auf  der  Geraden  ^„3^,,  liegen, 
dort  auf  einer  Geraden  hegen,  bilden  hier  ein  „„j  ri  „„^  ;i^^  n^^^A  c  o  !?•  j  • 
Dreieck;  die  drei  Geraden  wdche  dort  durch  ^^  ?i2  auf  der  Geraden  -S-ig^^a  Die  drei 
einen  Punkt  gehen,  bilden  hier  ein  Dreiseit.       -t'rojektionsscheitel    'S^g  633 -^si    bilden 

also     ein    dem    Dreieck^^^C    umge- 
schriebenes Dreieck. 


Figur  86. 


Aufgabe  133.  Man  betrachte  S^S^S^ 
als  drei  paarweise  in  perspektivischer  Lage 
befindliche  projektivischen  Strahlenbüschel  mit 
gemeinsamen  Verbindungsstrahlen  «23  ^31  ^32 
und  untersuche  die  Lage  der  Perspektivitäts- 
achsen. 


Erkl.  328.  Auch  hier  gelten  die  ent- 
sprechenden Ueberlegungen  der  Erkl.  327.  Und 
zu  beiden  Aufgaben  132  und  133  gilt  dieselbe 
Figur  86,  bloss  mit  Wechsel  der  Bezeichnungen 
für  genau  gleiche  Elemente.  —  Man  erkennt 
ferner  in  Figur  86,  dass  dieselbe  in  jeder  Auf- 
fassung fünf  willkürliche  Stücke  besitzt  und 
nur  ein  bedingtes,  nämlich: 

1.  t^t^tg  und  auf  einer  Geraden  durch  einen 
Schnittpunkt  zwei  Scheitel:  dann  ist  der  dritte 
Scheitel  bestimmt;  oder: 

2.  S^S^S^  und  durch  einen  Punkt  auf  einer 
Verbindungsgeraden  zwei  Träger:  dann  ist  der 
dritte  Träger  bestimmt. 


Auflösung.  Ist  /j2  in  Figur  86  II  Per- 
spektivitätsachse  für  S-^S2,  t^^  für  S^S^,  so 
findet  man  den  zugehörigen  Strahl  a^  durch 
S^  zu  «23)  indem  man  S^  verbindet  entweder 
mit  dem  Schnittpunkt  «2^12  oder  mit  dem 
Schnittpunkt  a^t^y  Da  es  aber  nur  einen 
einzigen  Strahl  a^  geben  kann,  und  a,^  mit 
Og  identisch  ist,  so  müssen  die  Schnittpunkte 
von  «23  mit  t.^^  und  t^^  in  einen  einzigen 
zusammenfallen,  also  a^^  duich  den  Schnitt- 
punkt ty^t^^  gehen.  —  Aus  ganz  gleichem 
Grunde  muss  6,3  durch  den  Schnittpunkt 
'23 '^is  gehen  und  Cjg  durch  den  Punkt  #13  ;'23. 
Die  drei  Perspektivitätsachsen  ?'i2i^23^3i 
bilden  also  ein  dem  Dreiseit  ahc  ein- 
geschriebenes Dreieck. 


Aufgabe  134.  Man  untersuche  die  Drei- 
ecke dreier  zugeordneten  Punkte  oder  Strahlen 
in  Figur  86. 


Aufgabe  135.  Es  seien  gegeben  n  Träger 
^■1^2'"'  ^»  ^^^  /i  Scheitel  S^S^-  •  •  S„.  Man 
soll  ein  »-Eck  konstruieren,  das  gleichzeitig 

dem  «-Eck   der   t  eingeschrieben  und   dem  .        ,    ,.      . 

M-Eck  der  S  umgeschrieben  ist,  d.  h.  ein  Auflosung.  Man  wähle  emen  beliebi- 
«-Eck,  dessen  Ecken  auf  den  t  liegen  und  gen  Anfangspunkt  ^  auf  ^^  (oder  be- 
dessen  Seiten  durch  die  S  gehen.  liebigen  Anfangsstrahl  a  durch  ^S^)  und 

zeichne  in  vorgeschriebener  Folge  die  auf- 
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Erkl.  329.  lu  Figur  87  ist  die  Aufgabe 
für  ein  Dreieck  bezw,  drei  Träger  t  und  drei 
Scheitel  S  durchgeführt.  Man  bestätigt  zu- 
nächst die  Gleichheit  der  Reihenfolge  der  Ele- 
mente äBCD  bezw.  ahcd.  Die  a/&j'Cj'f7,' 
■würden  entstehen  durch  Verbindung  der 
^j'JBi'Cj'Z),'  mit  S,.  Femer  erkennt  man 
daraus  den  Unterschied  dieser  Aufgabe  von  den 
vorigen  und  sieht  doch  auch  unmittelbar,  wie 
dieselbe  Konstruktion  für  beliebig  viele  t  und 
S  zu  lösen  ist. 

Erkl.  330.  Bei  nebenstehender  Auflösung 
wird  angenommen,  dass  für  die  nacheinander 
zu  verwendenden  Elemente  t  und  S  eine  be- 
stimmte Reihenfolge  vorgeschrieben  sei.  Man 
könnte  aber  diese  Auswahl  auch  allgemein 
unbestimmt  lassen,  und  erhält  so  eine  sehr 
grosse  Anzahl  möglicher  Fälle.  Nimmt  man 
nämlich  ein  beliebiges  der  zweimal  n  Elemente 
t  oder  S  als  erstes  an,  so  hat  man  für  das 
zweite  Auswahl  unter  allen  n  ungleichen  (5 
oder  t),  für  das  dritte  unter  allen  übrigen 
(n  —  1)  gleichen  {t  oder  S),  für  das  vierte  unter 
den  übrigen  («  —  1)  ungleichen  {S  oder  t),  dann 
wieder  unter  (n  —  2)  gleichen  und  (?i  —  2)  un- 
gleichen n.  s.  w.  bis  zum  letzten  ungleichen  S 
oder  t,  also  im  ganzen  Möglichkeiten: 

?i(n  — l)(n  — l)(n  — 2)(n  — 2)  •••  2-2-1.1 
=  «•[(»  — 1)!]2  =  n!(n-l)! 

Dabei  ist  aber  jede  Zusammenstellung  doppelt 
gezählt,  nämlich  in  jeder  ihrer  beiden  Umlaufs- 
richtungen, und  so  hat  man  zusammen  nur  halb 
>o  viele  verschiedene  Möglichkeiten  der 
Reihenfolge.  .Jede  liefert  aber  wieder  zwei 
Lösungen  (zwei  verschiedene  reelle,  oder  zwei 
zusammenfallende  reelle,  oder  zwei  imaginäre), 
und  so  wird  vorige  Halbierung  wieder  auf- 
_ehoben,  und  man  behält  n  I  («  —  !)!  Lösungen. 

Erkl.  381.  Zum  gleichen  Ergebnis  in  der 
Anzahl  der  Lösungen  gelangt  man  durch  Per- 
rautation  der  Elemente:  Steht  ein  erstes  t^  am 
Anfang ,  so  folgen  .S',  t^  S.^  t^S^  •  •  • ,  also  noch 
n  mal  .S'  mit  n  I  verschiedenen  Stellungen  und 


einander  folgenden  Seiten  durch  die  S  bezw. 
Eckpunkte  auf  den  t,  bis  man  wieder  auf  f^ 
(bezw.  nach  S^)  zurückkommt  zu  einem 
Punkte  A'  (bezw.  einem  Strahle  «')•  Würden 
Ä  und  A'  (a  und  a')  zusammenfallen, 
dann  wäre  die  Aufgabe  bereits  gelöst.  Das 
wird  aber  im  allgemeinen  keineswegs  der 
Fall  sein,  also  das  beliebig  gefundene  n-Eck 
kein  nach  Vorschrift  geschlossenes  sein.  Lässt 
man  aber  den  Punkt  A  die  ganze  Pnnkt- 
reihe  f^  (den  Strahl  a  den  ganzen  Büschel 
S.^)  durchlaufen,  so  muss  dabei  jedenfalls 
auch  einmal  dasjenige  Element  getroffen 
werden,  welches  die  richtige  Lösung  liefert, 
falls  eine  solche  überhaupt  möglich  ist.  Bei 
dieser  Dnrchlanfung  beschreibt  aber  wegen 
der  aufeinander  folgenden  Träger  und  Scheitel 
der  Punkt  A^  eine  Punktreihe: 

AnBnCn  ^  OnhuCn  7\   A^' B^' C^'  ~t\    a/fc/Cj'. 

Folglich  ist  die  Punktreihe: 

Ä^B^C^'  ~/\  .4jßiCi  (bezw.  a,'&j'c/  7^  a^h^c^, 

und  man  hat  auf  ^j  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen in  vereinigter  Lage  (in  S^^  zwei  pro- 
jektivische Strahlenbüschel  in  vereinigter 
Lage).  Die  richtige  Lösung  aber  wird  ge- 
liefert, wenn  das  letzte  Element  mit  dem 
ersten  zusammenfällt,  d.  h.  durch  die  Doppel- 
elemente dieser  projekti  vis  eben  Gebilde  in 
vereinigter  Lage. 

um  also  nun  die  Aufgabe  zu  lösen,  kon- 
struiert man  zu  drei  beliebigen  Anfangs- 
elementen die  entsprechenden  Schlusselemente 
und  sucht  auf  Grund  der  Aufgabe  123 
(bezw.  124)  die  Doppelelemente  der  so  ent- 
standenen projektivischen  Gebilde  in  ver- 
einigter Lage.  Diese  bilden  dasjenige  Aus- 
gangselement für  das  verlangte  »-Eck,  durch 
welches  man  zu  einem  geschlossenen  «-Eck 
gelangt. 
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(M~l)mal  t  mit  («  —  !)!  verschiedenen  Stel-  Je  nachdem  die  beiden  vereinigt  liegen- 
Inngen,  zusammen  h  !  (n  —  1) !  So  hat  man  den  Gebilde  zwei,  ein,  oder  kein  Doppel- 
beiFigur  87  bei  allgemeiner  Auffassung  allein   element  besitzen,   gibt   es   auch   zwei,   ein. 


zwölf  Lösungen,  nämlich  je  zwei  für  jede  der 
sechs  verschiedenen  Aufeinanderfolgen : 

^1  '^2  ^2  ^1  ^3  "3  '       ^1  ^2  ^S  '^l  ^2  '-  3' 

Erkl.  332.  Bei  mehr  als  drei  Paar  Grund- 
elementen kann  man  sogar  die  Aufgabe  stellen, 
dass  das  gesuchte  «-Eck  einem  gegebenen  zu- 
gleich um-  und  eingeschrieben  sei.  Dabei 
braucht  man  bloss  die  S  in  die  Schnittpunkte 
der  t  (die  t  in  die  Verbindungsstrahlen  der  S) 
zu  legen,  natürlich  aber  mit  der  besonderen  für 
die  allgemeine  Auffassung  wirksamen  Beschrän- 
kung, dass  kein  Element  auf  eines  derjenigen 
beiden  fallen  darf,  welche  es  selber  projizieren 
muss. 


oder  kein  n-Eck,  welches   der  Aufgabe  ge- 
nügt. 


Aufgabe  136.  Man  soll  zu  einem  gege- 
benen Viereck  ein  zweites  suchen,  das  ihm 
sowohl  ein-  als  umgeschrieben  sei,  d.  h.  dessen 
Ecken  auf  seinen  Seiten  liegen,  dessen  Seiten 
durch  seine  Ecken  gehen. 


Andeutung.  Man  verfahre  nach  Erkl.  332. 


5,  Aufgaben  über  die  Dualität:  n-i^}{  und  n-M, 

(Zu  Abschnitt  5.) 

Aufgabe  137.  Man  soll  Einzelfälle  aus 
der  elementaren  Stereometrie  namhaft  machen, 
in  welchen  eine  Gegenüberstellung  von  Punkt 
und  Ebene  stattfindet. 


Erkl.  333. 


Auflösung.    Stellen  des  stereometrischen 
Lehrganges  mit  Eeciprocität  zwischen  Punkt 
Aehnlich  wie  beim  Kreise  ist   und  Ebene  bilden  u.  a.  das   der  Kugel  ein- 


auch  für  die  Kugel  die  Polarebene   eines   geschriebene  allgemeine  Tetraeder  (durch 
Punktes^  der^  geometrische   Ort^  der   vierten   dessen  vier  Punkte  die  Kugel  als  ümkugel 

bestimmt  ist) :  gemeinsam  den  umgeschrie- 
benen  Kegeln   der  vier  körperlichen   Drei- 


harmonischen Punkte  aller  seiner  Sekanten,  ins 
besondere  für  den  äusseren  Punkt   die  Ebene 

des  Berührungskreises  des  Tangentenkegels.  —   ,      ,  j   j       j      xr       i  i  „ 

Für   den   regulären   Körpe?,    der  gebildet   ^ante;  -  und  das  der  Kugel  um-  oder  an 
wird    durch  je   q   an   einer   Ecke   zusammen- 
stossende  «-Ecke,  ist  die  Eckenzahl: 
4« 


die  Flächenzahl: 
die  Kantenzahl: 


2{n-j-q)- 

-nq'' 

42 

2  (n  +  g)  - 

■  nq  ' 

2nq 

geschriebene  Tetraeder  (durch  dessen  vier 
Ebenen  die  Kugel  bestimmt  ist  als  Inkugel 
oder  Ankugel):  gemeinsam  den  ein-  oder 
angeschriebenen  Kegeln  der  vier  körper- 
lichen Drei  flache.  Ferner  die  Polarität 
in  Bezug  auf  die  Kugel:  Polpunkt  und  Polar- 
ebene. Endlich  das  Entsprechen  der  fünf 
regulären  Körper  unter  Vertauschung  der 
Anzahlen  ihrer  Flächen  und  Ecken: 
Tetraeder  —  sich  selbst  reciprok  mit 
4  Flächen,  4  Ecken,  6  Kanten; 


2 (m  -\-  q)  —  nq 
Vertauscht  mau  n  und  q,  d.  h.  nimmt  man 

den  Mittelpunkt  jeder  Fläche   als  neue  Ecke  Oktaeder  mit  8  Flächen,  6  Ecken,  12Kan- 
oder  die  senkrechte  Ebene  auf  der  Eckencen-  ten  reciprok  zum 

tralen  als  neue  Fläche,  so  wird:  Hexaeder  mit  6  Flächen,  8  Ecken,  12Kan- 

c<  =  ^g  ^  /■  ten; 

2{n-\-q)  —  nq       "  Ikosaeder   mit    20    Flächen,    12    Ecken, 
4m  30  Kanten  reciprok  zum 


2  (n  -\-  q)  —  nq 


e, 


Dodekaeder  mit  12  Flächen,  20  Ecken, 
30  Kanten. 


Aufgaben  über  die  Dualität:  «-Eck  und  «-Seit. 


157 


Aufgabe  138.  Man  soll  Eigenschaften 
aufsuchen,  in  welchen  ebene  und  wind- 
schiefe Vielecke  1.  übereinstimmen  und 
2.  sich  unterscheiden. 


Erkl.  334.  Aus  nebenstehender  Ueberlegung 
—  besonders  bei  einem  Versuch  der  Auffassung 
des  windschiefen  «-Ecks  als  «-Seit  —  bemerkt 
man  sofort,  dass  die  Dualität  verloren  geht, 
sowie  die  «  Punkte  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Wohl  aber  kann  dieReciprocität  in  Geltung 
treten.  Dann  stehen  einander  gegenüber  die  « 
im  Eaum  verteilten  Punkte  und  «  im  Eaum 
verteilte  Ebenen  (aber  nicht  n  Geraden):  Je 
zwei  jener  Punkte  und  ebenso  je  zwei  dieser 
Ebenen  bestimmen  eine  Schnittgerade:  je  drei 
der  ersteren  bestimmen  eine  Ebene,  je  drei  der 
letzteren  einen  Punkt  u.  s.  w. 


Erkl.  335.  Eine  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit eines  windschiefen  Vielecks,  die  für 
vielerlei,  besonders  für  metrische  Behandlung, 
vorteilhaft  ist,  besteht  darin,  dass  dasselbe  auf 
eine  Ebene  als  konvexes  ebenes  Vieleck  (senk- 
recht) projizierbar  sei.  Dann  kann  man  umge- 
kehrt ein  windschiefes  «-Eck  entstanden  denken 
durch  die  Endpunkte  beliebiger  senkrechten  Ge- 
raden, welche  man  in  den  Eckpunkten  eines 
ebenen  «-Ecks  errichtet. 


Aiiflösnng'.  1.  Ebenes  und  windschiefes 
einfaches  Vieleck  von  n  Ecken  besitzen  in 
gleicher  Weise  die  in  der  Antw.  auf  Frage  48 
genannten  Eigenschaften,  nämlich  n  Seiten- 
strecken, n  ebene  Winkel,  -^  n  (n  —  3)  Dia- 
gonalen; auch  das  windschiefe  »-Eck  besitzt, 
wenn  es  als  vollständiges  anfgefasst  wird, 

-^  n  {n  —  1)  Seiten  und  enthält  -g-  (»  —  1) ! 

einfache  windschiefe  «-Ecke.  —  Bestehen 
bleibt  auch  die  metrische  Eigenschaft  des 
ebenen  w-Ecks,  dass  die  Summe  von  je 
(n  —  1)  Seitenstrecken  grösser  sein  muss, 
also  die  fi  te. 

2.  Dagegen  besteht  für  das  windschiefe 
n-Eck  als  vollständiges  keine  bestimmte  An- 
gabe über  Nebenecken,  denn  nicht  alle 
Seiten  liegen  in  gleicher  Ebene,  also  können 
nicht  auf  jeder  Seite  durch  Schnitt  mit  den 

,.     («  —  2)  («  —  3)  . ,  ,         , 
übrigen  die  ^ Nebenecken  ent- 

stehen,  wie  beim  ebenen  «-Eck.  —  Ebenso 
verliert  seine  Giltigkeit  der  metrische  Satz 
über  die  Winkelsumme  des  «-Ecks  gleich 
n  —  2  gestreckten,  vielmehr  wird  diese  Summe 
allgemein  verschieden  von  (h  —  2)  •  2  i?. 


Aufgabe  139.    Man  soll  ein  windschiefes 
Viereck  auf  einfache  Art  entstehen  lassen. 


Aufgabe  140.  Man  untersuche  die  Figur 
mehr  als  zweien  auf  einer  Geraden  liegen. 

Auflösung.    Man  kann  dualistisch  (in  der 

die  Figur  von  «  Punkten,  wovon  p  auf 
einer  Geraden  liegen. 

1.  Dann  fallen  beim  einfachen  «Eck 
diejenigen  p  —  1  Seiten  in  eine  einzige 
zusammen,  durch  welche  jene  p  Punkte 
zu  verbinden  wären;  und  es  bleiben  nui* 
n  —  (p  —  2)  Seiten  des  Vielecks. 

2.  An  Diagonalen  des  Vielecks  verschwin- 
den alle  diejenigen,  welche  mit  jener  Ge- 
raden zusammenfallen,  nämlich: 

(p-l)(p-2) 
1-2 
bleiben  also: 

-^  [n  (»  —  3)  —  (p  —  \)(p  —  2)]  Diagonalen. 


aus  mehreren  Punkten,  von  denen  einige  zu 

Ebene)  gegenüberstellen: 

die  Figur  von  n  Geraden,  wovon  p  durch 
einen  Punkt  gehen. 

1.  Dann  fallen  beim  einfachen  «-Seit 
diejenigen  p  —  1  Ecken  in  eine  einzige 
zusammen,  in  welchen  jene  p  Geraden 
zu  schneiden  wären;  und  es  bleiben  nur 
n  —  (p  —  2)  Ecken  des  Vielseits. 

2.  An  sonstigen  Schnittpunkten  der  Seiten 
des  Vielseits  verschwinden  alle  diejenigen, 
welche  mit  jenem  Punkte  zusammenfallen, 
nämlich : 

(p-l)(p-2) 


1-2 


bleiben  also: 
1 


^[„(„_3)-(;,-l)(^-2)] 
solche  Schnittpunkte. 
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3.  Soll  das  Vieleck  als  vollständiges  ge-  3.  Soll  das  Vielseit  als  vollständiges  ge- 
bildet werden,  so  fallen  alle  diejenigen  Seiten  bildet  werden,  so  fallen  alle  diejenigen  Ecken 
in  eine  einzige  zusammen,  durch  welche  jene  in  eine  einzige  zusammen,  in  welchen  jene 
p   Punkte    zu    verbinden    wären,    nämlich:  p  Geraden  zu  schneiden  wären,  nämlich: 


1-2 


und  es  bleiben: 

n  (»  —  1) 


p{p  —  l) 


=  -[n{n-l) 


-hl 
{p  -  2)  {p  + 1)]  Seiten. 


md  es 

bleiben: 
n  (n  —  1) 

1- 

2       ' 

=  it 

1-2 

n  {n  —  1)  — 

ip 

1.2         '    ^ 

-2)(i>  +  l)] 

Ecken 

Erkl.  336.  Die  Anzahl  n  —  p-\-2  entsteht 
aus  n  durch  Subtraktion  von  p  —  1  und  Ad- 
dition von  1,  nämlich: 

n  —  {p  — 1)  +  1  =  n  —  p-\-2. 
Dieselbe  erfährt  nur  in  dem  einen  Falle  eine 
Abweichung,  wo  p  —  n,  d.  h.  alle  w  Punkte 
auf  einer  Geraden  oder  alle  n  Geraden  durch 
einen  Punkt.  Dann  hat  man  nämlich  nicht  2, 
sondern  nur  1  zu  setzen,  da  diese  Gerade  bezw. 
dieser  Punkt  zugleich  als  erster  und  letzter 
einzig  zählt.  Im  übrigen  aber  dient  die  Formel 
auch  für  den  Grenzfall  p  =  2  (der  stets  vor- 
handen), indem  n  —  p-\-2  für  diesen  Fall  in  das 
allgemeine  n  übergeht.  Dasselbe  gilt  auch  für 
die  Zahl: 


Figur  88:  Vierecke. 


n  (n  —  1)        p(p  —  1) 


2  2 

nCn— 1)         2-1 


hl 


n  (n  —  1) 


^[«(n-3) 


2  2      '  2 

« 
Erkl.  337.    Die  Zahl: 

(p-l)(p-2)] 

kann  auf  zweierlei  Weise  erhalten  werden: 

a)  Von  den  p  Punkten  ergeben  die  beiden 
als  Ecken  geltenden  (die  äussersten)  je  ^  —  2, 
die  p  —.2  (inneren)  je  ^  —  3  Diagonalen,  welche 
in  die  Gerade  fallen,  also  verschwinden: 
2.(p-2)  +  (^-2)(^-3) 

r=  (p~  2)(p  —  1)  Diagonalen, 
und  bleiben  übrig: 


Y  ["  (" 


B)-(p-2)(p-l)]. 


b)  Von  jedem  der  n — p  Punkte  ausserhalb 
der  Geraden  gehen  je  «  —  3  Diagonalen  aus ; 
von  jedem  der  2>  Punkte  auf  der  Geraden  nur 
noch  n  —  p  mit  Ausnahme  der  zwei  von  den 
Eckpunkten  ausgehenden  Seiten,  also: 

(n  —  p)  («  —  B)-\-p{n  — p)  —  2 

=  n{n  —  3)  —  p{n  —  3  —  n-\-p)  —  2 
=  n  («  —  3)  —  (^2  _  3^  -^  2) 

-n{n-B)-{p-l){p-2). 

c)  Und  da  in  beiden  Fällen  a)  und  b)  jede 
Diagonale  doppelt  gezählt  ist,  so  muss  das 
Ergebnis  noch  halbiert  werden. 


Figur  89:  Vierseite. 


Aufgaben  über  die  Dualität:  «-Eck  und  «-Seit. 
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Aufgabe  141.  Man  bestätige  die  Ergeb- 
nisse der  vorigen  Antwort  aus  den  Figuren  88 
und  89. 


Aufgabe  142.  Was  wird  aus  Aufgabe  140, 
wenn  mehrfach  vereinigte  Lage  der  Ele- 
mente vorkommt. 

Erkl.  338.  Von  besonderem  Interesse  ist 
der  letzte  Fall  nebenstehender  Auflösung.  Man 
hat  nämlich  häufig  Fälle  derart  zu  beobachten 
in  Planimetrie  und  projektivischer  Geometrie. 
So  hat  man 

a)  sechs  Punkte,  wovon  viermal  je  drei  auf 
einer  Geraden  liegen:  sowohl  beim  vollständigen 
Vierseit,  als  auch  bei  den  sechs  Aehnlichkeits- 
punkten  dreier  Kreise  (Figur  47  des  VIII.  Teiles 
von  Kleyer-Sachs,  Lehrbuch  der  Ebenen  Ele- 
mentar-Geometrie  oder  auch  Figur  47  im  vor- 
liegenden Lehrbuche),  oder  auch  bei  den  sechs 
vierten  harmonischen  Punkten  auf  den  Seiten 
des  vollständigen  Vierecks  zu  den  Schnitt- 
punkten (HIKLMy  in  Figur  38); 

b)  sechs  Gerade,  wovon  viermal  je  drei 
durch  einen  Punkt  gehen:  sowohl  beim  voll- 
ständigen Viereck,  als  auch  bei  den  sechs  Hal- 
bierungsgeraden der  Winkel  und  Aussenwinkel 
des  Dreiecks  (Figur  60  des  IV.  Teiles  von 
Kleyer-Sachs,  Lehrbuch  der  Ebenen  Elementar- 
Geometrie),  oder  auch  bei  den  sechs  vierten 
harmonischen  Strahlen  durch  die  Ecken  des 
vollständigen  Vierseits  zu  deren  Verbindungs- 
geraden {hikltnn  in  Figur  39). 

[c)  Analog  auch  sechs  Ebenen,  wovon  vier- 
mal je  drei  durch  eine  Gerade  gehen:  bei  den 
mittelsenkrechten  Ebenen  der  sechs  Kanten  oder 
auch  bei  den  sechs  sog.  Schwerebenen  eines  be- 
liebigen Tetraeders.] 


Auflösung.  Wenn  in  Aufgabe  140  nicht 
nur  2)  mal,  sondern  ausserdem  noch  q  mal  ver- 
einigte Lage  von  Punkten  auf  einer  Geraden 
oder  Geraden  durch  einen  Punkt  statttindet, 
so  kommen  zu  den  Abzügen  der  vorigen  Auf- 
gabe wegen  p  noch  einmal  dieselben  Abzüge 
wegen  q. 

Tritt  insbesondere  jene  vereinigte  Lage 
in  regelmässiger  Wiederholung  auf,  also  etwa 
von  n  Elementen  x  mal  j^  in  vereinigter  Lage, 
so  tritt  auch  der  Abzug  x  mal  ein,  also : 

11  —  X  (p  —  2) 
bezw. : 


bezvv. 


1 


[n(n-S)-xip-l)(p-2)] 


[n(in-l)-x(p-2)(p-i-l)]. 


Solchen  allgemeinen  Fall  bilden  z.  B.  die: 

ln(»-l)(«-2)(«-3) 

Nebenelemente    des    vollständigen    Vielecks 
oder  Vielseits,  welche  zu  je: 

(n  -  2)  (n  -  3) 


mit  jedem  der: 


» (>i  —  1) 


Hauptelemente  vereinigt  liegen. 


Aufgabe  143.    Man  untersuche: 

a)  9  Punkte,  wovon  einmal  4  und  einmal 
3  auf  einer  Geraden  liegen, 

b)  die  vorigen  Fälle  von  6  Elementen, 
wovon  viermal  je  3  in  vereinigter  Lage  mit 
einem  Element. 


Aufgabe  144.  Man  soll  die  Anzahl  der 
Diagonalen  und  Seiten  des  «Ecks  in  engere 
Verbindung  bringen. 

ErkL  33{>.  Die  nebenstehende  arithmetische 
SummieruDg  kann  auch  anders  ausgeführt  wer- 
den: Löst  man  nämlich  die  Klammer  auf  und 
ersetzt  die  erste  —3  durch  —1—2,  so  folgt 
'  — Imal  die  Zahl  n  und  davon: 

_  1  _  2  -  3  -  4  -  5 (n  -  1), 

also: 


Auflösung.  1.  Eine  nächste  Verbindung 
zwischen  Seiten-  und  Diagonalenzahl  erhält 
man  durch  Abzahlung  der  letzteren  nach 
ihrer  Entstehungs weise:  Von  der  ersten  Ecke 
aus  gehen  n  —  3.  Sind  diese  gezogen ,  so 
sind  auch  von  der  zweitfolgenden  noch  «  —  3 
zu  zeichnen,  von  der  dritt folgenden  aber  nur 
noch  n  —  4,  weil  eine  schon  vorhanden,  von 
der  vierten  nur  noch  n  —  5,  weil  zwei  schon 
vorhanden,  und  so  fort  bis  zu  den  beiden 
letzten  Eckpunkten,  wo  keine  mehr  neu  ge- 
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Man  erhält  also:  zeichnet  werden  kann,   weil  alle  schon  vor- 

,   _  -1 N  _*«(«  —  1)  _  ^  ('«  —  1)  handen  sind.     Man  hat  also  als  Anzahl  der 

^^"'       ^  2         ~         2       *  Diagonalen : 

Erkl.  340.  Der  Znsammenhang  zwischen  (^-3)  +  («-3)  +  ("-4)  +  («-5) +  •  •  •  +  1. 
Seitenzahl,  Diagonalenzahl  und  Seitenzahl  des  Abgesehen  vom  ersten  Posten  n  —  3  ist  das 
vollständigen  w-Ecks  bestätigt  sich  auch  am  eine  arithmetische  Reihe,  bei  welcher  Glieder- 
Ergebnis  der  Aufgabe  142.    Denn:  zahl  n—^,   Anfangsglied  w  — 3,  Differenz 


n 


1  t=l^„^s  +  l)--^-'^i"-'^ 


=  —[2n-j-n(n  —  3)  —  2x(p  —  2)  ^  2 


X  (p  —  1)  (p  —  2)]      Zusammen  mit  dem  ersten  Posten  n  —  3  hat 


man  also 


=       [n(2-f-n-d)-x(p-2)(2+p~l)]  /        n-2\         n(n-3) 

=  —  n  (n  —  1)  —  X  (p  —  2)  (p  -\-  1)],  wie  oben, 

wie  oben  gefunden.  2.  Ein  weiterer  Zusammenhang  zwischen 

Seiten  und  Diagonalen  ist  der,  dass  stets  die 
Erkl.  341.     Um   den   dritten  Teil   neben-    Summe  der  Seiten  und  Diagonalen  des  ein- 
stehender Auflösung  zu  beweisen,   setzt  man   fachen  «-Ecks  gleich  der  Seitenzahl  des  voU- 
in   dem   soeben   erhaltenen   Ausdruck   statt   n   ständigen  w-Ecks  ist.     In  der  That  ist: 

die  Seitenzahl -,   ferner   ic  ==  n   und  n(n  —  S)         2n-\-rfi  —  3n         n'^  -  n 

^  n-A ^^ n^ ! = 

p  =  n  —  1    und   subtrahiert   noch   n ,   so   dass  2  2  2 

entsteht :  n  (n  —  1) 

~  2        ' 

]3.  Endlich  kann  man  auch  auf  Grund  der 
—  n  Auflösung  der  Aufgabe  142  die  Anzahl  der 
Nebenelemente  bestimmen.     Denn  die 

1      «2_„_2 

(n  —  3)  •  rt  —  2 


ji_  r » («  —  1)  /  M  (w  - 1)  _  \ 


2  2 

■(«-l)(n  +  l)(w  — 2) 


4 


(n2-3n-f  2) 


n{n  —  1) 


2 
Seiten  des  vollständigen  «-Ecks  ergeben  als 
-•   Schnittpunkte    die   Ecken   und   Nebenecken; 
JL  Un  —  \)(n-\~\)  (n  — 2)  —  4(^—1)  («—2j]   ^^^^  muss  die  Zahl  der  Nebenecken  entstehen, 
8  wenn  man  die  Eckenzahl  n  abzieht  von  der 

n  (n  —  1)  (n  —  2)        ,  nach   Aufgabe  142   bestimmten   Anzahl  von 

8  ~  Schnittpunkten  von: 

n{n  —  l)(n  —  2)  (n  —  3)  n  (n  —  1)  _ 


~"  8  2 

Und  dies  ist  genau  die  früher  gefundene  Zahl    Geraden,    von   denen   in  jeder   Ecke,    also 
der  Nebenelemente.  im  ganzen  n  {=  x)  mal,  je 

Erkl.  342.    Der  Raumersparnis  wegen,  und  ^^^  ""'^  " 

da  es  sich  an  dieser  Stelle  nur  um  die  dualistisch  zusammentreffen, 
gleichbleibenden  Zahlenwerte  handelt,  ist  neben- 
stehende Aufgabe  nur  fürs  w-Eck  durchgeführt. 
Natürlich  könnte  aber  in  genau  gleicher  Weise 
und  mit  gleichen  Zahlenergebuissen  dieselbe 
Ueberlegung  für  das  «-Seit  durchgeführt  wer- 
den, nämlich  zwischen  Seiten,  Ecken  und  Neben- 
seiten des  einfachen  und  des  vollständigen  n-Seits. 


Aufgabe  145.  Die  Ergebnisse  der  vorigen 
Aufgabe  am  Fünfeck  und  Sechseck  zu  be- 
stätigen. 


Aufgaben  über  die  Dualität:  «-Eck  und  «-Seit. 
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Aufgabe   146. 

liefern  n  Gerade, 
sind? 


Wieviele    Schnittpunkte 
wovon  })  und  q  parallel 


Erkl.  343.  Da  in  der  projekti vischen  Geo- 
metrie ein  unendlich  ferner  Punkt  jedem  end- 
lich gelegenen  gleichwertig  ist,  so  ist  auch  in 
dualistischer  Uebertragung  keinerlei  anderes 
Ergebnis  zu  erwarten,  als  für  n  Punkte,  wovon 
p  und  q  auf  einer  Geraden.  —  Und  zwar  braucht 
diese  durchaus  nicht  die  unendlich  ferne  Gerade 
zu  sein.  —  "Wird  der  unendlich  ferne  Punkt 
nicht  mitgezählt,  so  geht  die  Dualität  innerhalb 
der  Aufgabe  140  verloren. 


Auflösung.  Da  parallele  Geraden  dui'ch 
einen  unendlich  fernen  Punkt  gehen,  so  hat 
man  hier  n  Gerade ,  wovon  p  und  q  durch 
einen  Punkt  gehen;  also  nach  Aufgabe  142 
Anzahl  der  Schnittpunkte: 

i.  [>,(«_!) -(^_2)(iJ-fl)-(g-2)(2  +  l)]. 

—  Dabei  ist  jeder  der  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  mitgezählt.  Will  man  die- 
selben weglassen,  so  unterbleibt  die  Addition 
von  1  beidemale,  und  man  hat  als  Anzahl 
nur: 


1 


[n{:n-\)-p{p-\)-q{q-\)l 


Aufgabe  147.  Wieviele  Dreiecke  bezw. 
Dreiseite  bestimmen  beliebig  gegebene  n  Punkte 
bezw.  Gerade? 


Aufgabe  148.  Welche  der  in  Figur  37 
und  Erkl.  183  behandelten  Dreiecksarten 
liefert  ein  gewöhnliches  Dreiseit? 

Erkl.  344.  Bilden  die  drei  Geraden  kein 
gewöhnliches  Dreiseit,  so  kaun  man  haben: 

1.  Zwei  parallele,  geschnitten  von  einer 
dritten:  dann  entstehen  zwei  Dreiecke  von  der 
zweiten  und  zwei  von  der  fünften  Art. 

2.  Zwei  schneidende  Geraden  mit  der  un- 
endlich fernen:  dann  entstehen  vier  Dreiecke 
der  vierten  Art. 

3.  Das  Dreieck  der  sechsten  Art  mit  drei 
verschiedenen  Seiten  (also  messbaren  Winkel- 
grössen)  kann  nur  dann  entstehen,  wenn  die 
Ebene  seiner  Zeichnung  selbst  (im  Raum)  un- 
endlich fem  liegt,  denn  in  einer  durchs  End- 
liche gehenden  Zeichenebene  können  nicht  drei 
verschiedene  unendlich  ferne  Geraden  liegen 
(sondern  nur  eine  einzige). 

Erkl.  345.  Zur  Bestimmung  desjenigen  der 
vier  Dreiecke  dreier  Punkte  oder  dreier  Ge- 
raden, welches  gerade  behandelt  werden  soll, 
genügt  die  Angabe  eines  Punktes,  welcher 
darin  liegen  soll,  oder  einer  Geraden  der 
Ebene,  welche  nicht  hindurchgeht. 


Auflösung.  Ein  gewöhnliches  Dreiseit 
liefert  1.  den  lunenraum  der  drei  Seiten  als 
Dreieck  erster  Art  nach  Fig.  37  und  2.  je  einen 
Scheitelwinkelraum  nebst  dem  gegenüber- 
liegenden Aussenwinkelranm  als  Dreieck 
der  dritten  Art  nach  Figur  37;  also  zu- 
sammen vier  Dreiecke,  von  denen  je  zwei 
eine  Seite  und  deren  gegenüberliegenden 
Winkel  gemeinsam  haben.  Von  jedem  Punkte 
der  Ebene  kann  man  zu  jedem  innerhalb 
desselben  dieser  vier  Dreiecke  liegenden 
Punkte  auf  einer  Geraden  übergehen,  ohne 
irgend  eine  der  drei  Geraden  zu  überschreiten, 
nämlich  nötigenfalls  durch  den  unendlich 
fernen  Punkt  dieser  Verbindungsgeraden 
hindurch;  die  andere  Strecke  dieser  Geraden 
wird  dann  jedesmal  von  allen  drei  gegebe- 
nen Geraden  geschnitten. 


Aufgabe  149.  Es  seien  gegeben  drei 
Punkte  und  eine  sie  trennende  Gerade.  Mau 
bestimme  dasjenige  Dreieck  der  drei  Punkte, 
welches  von  der  (Geraden  nicht  geschnitten 
wird. 


Aufgabe   150.     In  wievielfacher  Weise 
kann  der  Umlauf  eines  Parallelogramms  statt- 
finden, wenn  man  die  vorige  Betrachtungs-        Auflösung.  Man  betrachtet  beim  Parallelo- 
weise  zur  Anwendung  bringt?  gramm    zunächst    die    beiden    verschiedenen 
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Figur  90. 


Erkl.  346.  Dass  aus  den  dreierlei  ein- 
fachen Vierseiten  des  allgemeinen  vollständigen 
Vierseits  beim  Parallelogramm  nur  zweierlei 
werden,  liegt  an  der  zentrischen  Symmetrie 
dieser  Figur.  —  Uebrigens  ist  für  mehrere 
Einzelfiguren  der  Figur  90  mit  Figur  40  und  41 
Zusammenhang  herstellbar.  So  wird  Figur  41,  II 
zu  Figur  90.  7,  wenn  2  i|  3  und  1  ||  4;  Figur  40,  5 
zu  Figur  90,  8,  wenn  die  Punkte  1  und  3  ins  Un- 
endliche rücken.  Und  erstere  wird  zu  Figur  90, 9, 
wenn  einmalige,  zu  Figur  90,  12,  wenn  zwei- 
malige Umlegung  der  Richtung  nach  dem  un- 
endlich fernen  Punkt  eintritt;  ebenso  letztere 
zu  Figur  90, 11  durch  einmalige,  zu  Figur  90, 13 
durch  zweimalige  Umlegung. 

Erkl.  847.  Die  sechs  Fälle  der  ersten  Zeile 
der  Figur  90  lassen  sich  leicht  anordnen  nach 
4,  3,  2,  1,  0  maliger  Wahl  der  inneren  oder 
äusseren  Strecke  jeder  Seite  zwischen  den 
Schnittpunkten  mit  den  Nachbarseiten,  nämlich: 
1.  an,  2.  iiia,  3.  iiaa, 
4.  iaia,  5.  iaaa,  6.  aaaa. 
Diese  Figuren  sowohl  wie  jene  der  zweiten  Zeile 
bleiben  selbstverständlich  gleichwertig,  ob  sie 
mit  dem  spitzen  oder  dem  stumpfen  Winkel 
des  Parallelogramms  zur  Ausführung  gebracht 
werden. 


Arten  der  Zuordnung  der  Parallelen,  ob  näm- 
lich je,  zwei  Parallele  zu  Gegenseiten  oder 
zu  Nebenseiten  bestimmt  werden,  also 
(Figur  90)  a  \\  c  und  b  \\  d  oder  a'  1|  h'  und 
c'  II  d'.  Im  ersten  Falle  kann  der  Umlauf 
auf  die  sechs  verschiedenen  Arten  geschehen, 
welche  die  erste  Zeile  der  Figur  90  auf- 
weist, im  zweiten  Falle  auf  die  sieben  Arten, 
welche  die  zweite  Zeile  aufweist.  Denn  man 
kann  jedesmal  die  innere  oder  äussere  Strecke 
einer  Seite  zwischen  den  Schnittpunkten  ihrer 
Naclibarseiten  durchlaufen,  und  auch  alsEich- 
tung  zum  Schnittpunkt  zweier  Parallelen 
auf  beiden  die  eine,  oder  auf  beiden  die  an- 
dere, oder  auch  auf  der  einen  die  eine,  auf 
der  andern  die  andere  Richtung  wählen. 


Aufgabe  151.    Welche  Einzelteile  ergibt 
die  Figur  41  des  Vierseits  ahcdl 


Aufgabe  152. 

feststellen. 


Man  soll  die  Elemente  des  Sechsecks  und  Sechsseits  dui'ch  Zeichnung 


Auflösung.  1 .  Man  hat  in  Fig.  9 1 , 1  (S.  1 64) 
sechs  Punkte  ^jB CD -Ei^  und  ein  aus  sechs 
VerbinduDgsgeraden  derselben  gebildetes  ein- 
faches Sechsseit.  Man  hat  aber  sämtliche 
15  Verbindungsgeraden  der  sechs  Punkte  zu 
denken,  um  so  das  vollständige  Sechs- 
eck zu  erhalten  mit  seinen  6  Hauptecken, 
15  Seiten,  45  Nebenecken. 


1.  Man  hat  in  Fig.  92, 1  (S.  1 65)  sechs  Gerade 
ahcdef  und  ein  aus  sechs  Schnittpunkten 
derselben  gebildetes  einfaches  Sechseck.  Man 
hat  aber  sämtliche  1 5  Schnittpunkte  der  sechs 
Geraden  zu  zählen,  um  so  das  vollständige 
Sechsseit  zu  erhalten  mit  seinen  6  Haupt- 
seiten, 15  Ecken,  45  Nebenseiten. 


Aufigaben  über  die  Dualität:  «-Eck  und  ?;-Seit. 
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2.  Die  verschiedenen  Gruppierungen  der  2.  Die  verschiedenen  Gruppierungen  der 
15  Seiten  zu  je  einem  andern  einfachen  Sechs-  15  Eckpunkte  zu  je  einem  andern  einfachen 
eck  liefern  zusammen  die  60  verschiedenen  Sechsseit  liefern  zusammen  die  60  verscbie- 
Sechsecke  der  Figar  91,  in  welchen  keine  denen  Sechsseite  der  Figur  92,  in  welchen 
andern  als  die  ursprünglichen  sechs  Punkte  keine  andern  als  die  ursprünglichen  sechs 
in  immer  geänderter  Eeihenfolge  zur  Seiten  in  immer  geänderter  Eeihenfolge 
Verbindung  gelangen.  zum  Schnitt  gelangen. 

3.  Dabei  hat  man  60  •  6  =  360  Verbin-  3.  Dabei  hat  man  60  •  6  =  360  Schnitt- 
dungsgeraden,  also  jede  der  15  Seiten  punkte,  also  jeden  der  15  Eckpunkte 
24  mal  verwendet,  z.B.  die  Seite  ^.B  in  24  mal  verwendet,  z.  B.  die  Ecke  (ab) 
den  ersten  24  Sechsecken  jedesmal,  dann  in  den  ersten  24  Sechsseiten  jedesmal,  dann 
aber  nie  wieder;  die  Seite  BC  in:  aber  nie  wieder;  die  Ecke  (bc)  in: 

1_6,  25-30,  43,  44,  47,  48,  51—55,  57,  59,  60.  1—6,  25—30,  43,  44,  47,  48,  51—55,  53,  59,  60. 


4.  Um  die  einzelnen  Sechsecke  aufzu- 
finden, hat  man  die  Elemente  ABCD E F 
unter  Festhaltung  eines  einzelnen  so  oft  zu 
permutieren  als  möglich  ist,  ohne  gleiche 
Folge  in  umgekehrter  Eeihe  zu  erhalten. 
Bezeichnet  man  die  Elemente  A  —  F  mit  den 
Zißern  1 — 6,  so  entsteht: 


4.  Um  die  einzelneil  Sechsseite  aufzu- 
finden, hat  man  die  Elemente  abcdefxaxlQT 
Festhaltung  eines  einzelnen  so  oft  zu  per- 
mutieren als  möglich  ist,  ohne  gleiche  Folge 
in  umgekehrter  Reihe  zu  erhalten.  Be- 
zeichnet man  die  Elemente  a  —  f  mit  den 
Ziffern  1 — 6,  so  entsteht: 


1,  123  4561 

7.  124  3561 

13.  125  3461 

19.  126  3451 

2.  123  4651 

8.  124  3651 

14.  125  3641 

20.  126  3541 

3.  123  5461 

9.  124  5361 

1.5.  125  4361 

21.  126  4351 

4.  123  5641 

10.  124  5631 

16.  125  4631 

22.  126  4531 

5.  123  6451 

11.  124  6351 

17.  125  6341 

23.  126  5341 

6.  123  6541 

12.  124  6531 

18.  125  6431 

24.  126  5431 

25.  132  4561 

31.  134  2561 

35.  135  2461 

39.  136  2451 

26.  132  4651 

32.  134  2651 

36.  135  2641 

40.  136  2541 

27.  132  5461 

33.  134  5261 

37.  135  4261 

41.  136  4251 

28.  132  5641 

(134  5621 

=  24) 

(135  4621 

=  22) 

(136  4521  =  16) 

29.  132  6451 

34.  134  6251 

38.  135  6241 

42.  136  5241 

30.  132  6541 

(134  6521 

=  18) 

(135  6421 

=  12) 

(136  5421  =  10) 

43.  142  3561 

47.  143  2561 

61.  145  2361 

53.  146  2351 

44.  142  3651 

48.  143  2651 

(145  2631 

=  40) 

(146  2531  =  36) 

45.  142  5361 

49.  143  5261 

52.  145  3261 

54.  146  3251 

(142  5631 

=  42) 

(143  5621 

=  23) 

(145  3621 

=  20) 

(146  3521  =  14) 

46.  142  6351 

50.  143  6251 

(145  6231 

=  30) 

(146  5231  =  28) 

(142  6531 

=  38) 

(143  6521 

=  17) 

(145  6321 

=  6) 

(146  5321  =  4) 

55.  152  3461 

57.  153  2461 

59.  154  2361 

(152  3641 

=  54) 

(153  2641 

=  53) 

(154  2631 

=  3'9) 

56.  152  4361 

58.  153  4261 

60.  154  3261 

(vergleiche  Erkl.  350 

(152  4631 

=  41) 

(153  4621 

=  21) 

(154  3621 

=  19) 

(1.52  6341 

=  50) 

(153  6241 

=  46) 

(154  6231 

=  29) 

(152  6431 

=  34) 

(1.53  6421 

=  11) 

(154  6321 

=  5) 

Diese  Eeihenfolgen  gelten  identisch  für  die  mit   den  betreffenden  Ziffern  versehenen 
Fälle  beider  Figuren  91  und  92. 
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Fifirur  91. 


Sechzig  verschiedene  einfache  Sechsecke  im  gleichen  vollständigen  Sechseck. 


Angaben  über  die  Dualiiät:  ?i-Eck  uud  ?i-Seit. 
Figur  92. 
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Sechzig  verschiedene  einfache  Sechsseite  im  gleichen  TollstSndigen  Sechsseit. 


166  Projektivische  (neuere)  Geometrie.    I.  Teil. 

5.  Die  allgemeine  Durchführung  in  Antwort  50  nimmt  für  das  Sechseck  und  Sechsseit 
folgende  Gestalt  an: 

Jeder  der  sechs  Punkte  mit  jedem  an-        Jede  der  sechs  Geraden  mit  jeder  andern 
dern  zusammengenommen  liefert;  zusammengenommen  liefert: 

6-5         ,.  6-5 


1-2  1-2 

Verbindungsgeraden;  diese  würden  unter  sich  Schnittpunkte;     diese    würden    unter    sich 

geben :  geben : 

4:11 =,05  4:^='«^ 

Schnittpunkte,  wenn  nicht  wegen  der  fünf  durch  Verbindungsgeraden,  wenn  nicht  wegen  der 

jede  Ecke  gehenden  Verbindungsgeraden:  fünf  auf  jeder  Seite  liegenden  Schnittpunkte: 

5-4  5-4 

10  -4-~-  =  10 


1-2  1-2 

Schnittpunkte    in    jeder   Hauptecke,    also  Verbindungsgeraden  auf  jeder  Hauptseite, 

zusammen:  also  zusammen: 

6-10  =  60  6-10  =  60 

Schnittpunkte     fortfallen    müssten.      Daher  Verbindungsgeraden  fortfallen  müssten.    Da- 
bleiben: her  bleiben: 

105  —  60  =  45  Nebenecken.  105  —  60  =  45  Nebenseiten. 

Zur  gleicher  Anzahl  gelangt  man  durch  Zur  gleichen  Anzahl  gelangt  man  durch 
die  Abzahlung,  dass  auf  jeder  der  15  die  Abzahlung,  dass  in  jedem  der  15  Eck- 
Seiten  von  ihren  14  Schnittpunkten  mit  den  punkte  von  seinen  Verbindungsgeraden  mit 
übrigen  14  Seiten  je  vier  in  eine  der  den  übrigen  14  Ecken  je  vier  auf  eine 
beiden  auf  dieser  Seite  liegenden  Haupt-  der  beiden  durch  diese  Ecke  gehenden  Haupt- 
ecken fallen,  also  nur  freiliegende:  selten  fallen,  also  nur  freiliegende: 

14  —  8  =  6  14  —  8  =  6 

Nebenecken  bleiben.     Das   macht  auf  allen  Nebenseiten  bleiben.     Das  macht  durch  alle 

15  Seiten  zusammen:  15  Ecken  zusammen: 

15-3  =  4o  ,   ^     =  15-3  =  45 


1-2  1-2 

Nebenecken.  Nebenseiten. 

Erkl.  348.  Die  Seite  5 C  in  Figur  91  kann  Erkl.  349.     Nimmt   man   statt   Ecke   (bc) 

nur    als    die    einzige    Verbindungsgerade    der  etwa  Ecke  (cf),  so  muss  auch  diese  24  mal  als 

Punkte  B  und  C  auftreten;  die  Ecke  (bc)  in  Ecke    vorkommen.       Und    zwar    erscheint    sie 

Figur  92  dagegen  kann  in  der  Form  jedes  der  mit  jedem  der  vier  Winkel,  nämlich  mit  dem 

vier  Winkel  auftreten,   welche  die  Geraden  b  nach   oben   geöftbeten  Winkel    in    11   und    14, 

und  c  an  ihrem  Schnittpunkt  bilden.    So  hat  mit  dem  nach  rechts  geöffneten  Winkel  in  5, 

man  in  Figur  92  den  nach  rechts  oben  geöff-  16,  41,  54,   mit  dem  nach  links  geöffneten   in 

neten  Winkel  (bc)  in  den  Fällen  1  bis  6,   den  9,  20,  45,  46;    am   häufigsten   aber   mit   dem 

nach  links  unten  geöffneten  Scheitelwinkel  des  nach  unten  geöffneten  Winkel  in  6,  8,  10,  15, 

vorigen  in  den  Fällen  25  bis  30,  in  allen  übrigen  17,  19,  39,  40,  42,  44,  50,  51,  56,  59  —  weil 

12  Fällen  aber  den  nach  links  oben  geöffneten  eben    in    der   Richtung   nach   unten    noch    am 

Nebenwinkel  der  beiden  vorigen.    Mit  dem  nach  meisten  Schnittpunkte   mit  den  übrigen  Seiten 

rechts  unten  geöffneten  Scheitelwinkel  des  letz-  gelegen  sind.   Ausserdem  erscheint  Schnittpunkt 

teren  kann  die  Ecke  (bc)  nicht  auftreten,  weil  (cf)  (aber  nicht  als  Ecke)  in  3,  4,  12,  13,  21, 

in  jener  Eichtung  für  beide  Geraden  b  und  c  22,  35,  36,  53,  57.  —  Doch  sind  die  Betrach- 

zwar  Schneidung  mit  a,   aber  mit   keiner   der  tungen   dieser  beiden  Erkl.  348  und  349   dua- 

andern  Seiten  zu  finden  wäre.    Wo  also  Seite  «  listisch    übertragbar    nur    soweit    die    Anzahl 

mit  b  und  c  geschnitten  wird,   da  kann  (bc)  des  Vorkommens,  nicht  aber  sofern  die  gegen- 

nicht  als  Ecke  auftreten  (z.  B.  10,  12,  16,  18,  seitige  Lage  der  Elemente  in  Betracht  kommt. 
22,  24),  sondern  die  Geraden  b  und  c  sind  als 
Seiten  des  (überschlagenen)  einfachen  Sechsseits 
benützt  über  ihren  Schnittpunkt  hinaus  bis  zum 
Schnittpunkt  mit  andern  Seiten. 
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Erkl.  350.  Die  vorstehend  (S.  163)  auf- 
gezählten Permutationen  der  Elemente  2  bis  6 
hinter  dem  festgehaltenen  Element  1  umfassen 
alle  Anfänge  von  123  bis  154.  Diejenigen 
Reihenfolgen,  deren  L'mkehruug  nur  wieder  eine 
der  vorhergehenden  liefert,  sind  nicht  gezählt, 
sondern  mit  Verweisung  auf  jenes  erste  ver- 
sehen. Die  noch  übrige  Gruppe  mit  Anfang  156 
gibt  lauter  Wiederholungen,  nämlich: 

156  2341  =  48  !  156  3241  —  44  '  156  4231  =  26 


2431  =  82 


3421  = 


4321=    2, 


Und  ausserdem  sind  nur  noch  Anfänge  mit  162 
bis  165  möglich;  diese  Gruppierungen  sind  aber 
alle  schon  erschöpft,  wie  man  auch  daraus  sehen 
kann,  dass  von  den  60  geltenden  Gruppen 
5-2-I-5-4  +  1-6  =  36  bisher  wiederholt  wur- 
den, also  gerade  24  für  die  Wiederholungen 
durch  die  24  mit  16  anfangenden  übrig  bleiben. 


Erkl.  351.  Da  die  sechs  Punkte  in  Figur  91 
einigermassen  regelmässige  Verteilung  zeigen, 
so  kann  man  auch  unter  den  60  Sechsecken 
gewisse  verwandte  Figuren  auffinden,  die  in 
Bezog  auf  jede  der  Seiten  AB,  BC,  CD.  DE, 
EF,  Fä  oder  jede  der  Diagonalen  AC,  BD, 
CE,  DF,  EA.  FB  gleichartige  Zuordnung 
aufweisen.  So  hat  man  einzig  1;  sechsfach 
in  Zuordnung  nach  obiger  Reihenfolge  der 
Seiten  24.  25.  7,  3,  2,  60;  dreifach  6,  47,  15; 
sechsfach  8.  52.  18,  59.  23,  27;  dreifach  22, 
26,  58;  je  dreifach  20,  28,  56  und  16,  44,  49; 
doppelt  17.  51;  sechsfach  11,  53,  34,  39,  38,  35 
und  sechsfach  14,  54,  50,  40,  42,  45;  femer  in 
Zuordnung  nach  obiger  Reihenfolge  der  Dia- 
gonalen je  sechsfach  33.  10;  43,  13,  5,  48 
und  31,  9;  4,  55,  19,  30;  sechsfach  32,  37,  12, 
57,  21,  29;  dreifach  46,  36,  31.  Zusammen 
l-f6-f3-|-6  +  3H-2.3-]-2-|-6  +  64-2-6 
-f  6  +  3  =  60  Fälle ,  die  als  Ausdehnungs- 
beziehungen dualistisch  nicht  übertragbar  sind, 
wenn  auch  in  Figur  92  die  gleichen  Fälle  genau 
gleiche  Bezifferung  haben  —  aber  ohne  äusser- 
liche  Verwandtschaft  wegen  der  schon  in  Erkl.  348 
und  349  genannten  Verschiedenheit, 


Erkl.  352.  Wollte  man  nach  Erkl.  351 
ähnliche  Zusammenstellungen  in  Figur  92 
suchen,  so  ist  infolge  der  grösseren  Reich- 
haltigkeit in  der  Form  der  Schneidnngen  von 
Geraden  (vergleiche  Erkl.  348  und  349)  we- 
niger Anhalt  geboten.  Man  könnte  sich  also 
bloss  beschränken  auf  Vereinigung  der  21  Fälle 
ohne  Schnitte  der  Seiten  (1,  2,  5.  7,  8,  9, 
11,  19,  25,  26,  29,  31  bis  34,  38,  43,  44, 
46,  49,  50);  der  21  Fälle  mit  einmaliger  Schnei- 
dung zweier  Seiten,  also  mit  zwei  meist  in 
Scheitelwinkeln  aneinander  stossenden  Räumen 
(3.  6,  14  bis  16,  20.  21,  23,  24,  27.  30,  37,  39 
bis  42,  45,  47,  48,  58,  60);  der  13  Fälle  mit 
zweimaliger  Schneiduug  der  Seiten,  also  mit  drei 
meist  in  Scheitelwinkeln  aneinander  stossenden 
Räumen  (4,  10,  13,  17,  18,  22,  28,  36,  52,  54 
bis  56,  59);  und  der  5  Fälle  mit  dreifacher 
Durchschneidung  der  Seiten,  also  vier  getrennten 
Räumen  (12,  35,  51,  53,  57): 

21-[-21-f-13-f-5  =  60. 

Erkl.  353.  Es  wäre  ein  Irrtum,  zu  glauben, 
dass  die  sechs  Hauptelemente  eines  vollständigen 
Sechsecks  oder  Sechsseits  wenigstens  einmal 
ein  konvexes  einfaches  Sechseck  von  der  in  der 
Planimetrie  behandelten  Art  liefern  müssten. 
Solches  ist  z.  B.  der  Fall  bei  Figur  91,  nicht 
aber  bei  Fig\ir  92.  Es  wäre  der  Fall  vor- 
handen beim  Sechsseit  aus  den  sechs  Geraden 
von  Figur  91,  1,  aber  sonst  bei  keiner  der 
Gruppen  von  sechs  Geraden  in  Figur  91.  Kein 
konvexes  Sechsseit  geben  die  Geraden  der 
Figur  92,  auch  nicht  in  allen  60  Sechsseiten  — 
und  ebensowenig  die  Punkte  der  Figur  91,  wenn 
man  etwa  einen  der  sechs  Punkte  ins  Innere  des 
Fünfecks  der  fünf  andern  hereinschieben  würde. 
Dadurch  erleidet  aber  keine  einzige  der  allge- 
meinen Erörterungen  irgend  eine  Veränderung. 

Erkl.  354.  Die  vorstehende  ausgiebige  Be- 
handlung des  Sechsecks  und  Sechsseits  finden 
ihre  Veranlassung  in  der  grossen  Bedeutung-, 
welche  alle  diese  Einzelheiten  erfahren  für  die 
Tntersuchung  der  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon. 
Man  sehe  darüber  im  folgenden  II.  Teil  dieses 
Lehrbuches  oder  in  Kleyer-Sachs,  Ebene  Ele- 
mentar-Geometrie,  VIII.  Teil,  Erkl.  325  und  328. 
Alle  60  Einzelfälle  des  vollständigen  Sechsecks 
bezw.  Sechsseits  treten  dort  als  gleichberechtigte 
auf  und  erfordern  daher  eine  eingehende  Be- 
kanntschaft mit  dem  Zustandekommen  aller 
dieser  einzelnen  Figuren. 


Aufgabe  153.  Wie  oft  treten  in  den 
Figuren  91  und  92  zwei,  drei,  vier,  fünf 
Elemente  in  gleicher  Gruppierung  auf? 


Aufgabe  154.  Man  wiederhole  dieDmch- 
führimg  der  Aufgaben  152  und  153  auch 
für  das  Fünfeck  und  Fünfseit  (Figur  42 
bis  45).  
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Aufgabe  155.  Man  soll  die  Anwendung 
des  Dualitätsprinzips  an  Aufgabe  114  durcb- 
fübren. 

Figur  Ö3. 


Erkl.  355.  Auch  Figur  93  ist  die  dualistische 
Gegenfigur  zu  Figur  81,  und  zwar  ebenso  wie 
dort  für  den  Fall,  dass  die  Reihenfolge  der 
Elemente  als  erstes,  zweites,  drittes,  viertes 
mit  dem  Alphabet  ab  cd  zusammenfällt.  Es 
sind  projiziert  der  Reihe  nach  die  Elemente 
ab  cd  des  Scheitels  S  durch  die  Punkte  AB  CD 
der  Geraden  t  auf  die  Strahlen  aefg  des 
Scheitels  P;  diese  durch  die  Punkte  SBLM 
der  Geraden  b  auf  die  Strahlen  ctfh  des 
Scheitels  C;  diese  wieder  durch  die  Punkte 
NDPM  der  Geraden  g  auf  die  Strahlen  cd  ab 
des  Scheitels  S;  also  sind  der  Reihe  nach  pro- 
jektivische Elementengruppen  in  perspektivi- 
scher Lage: 

abcd  7^  ABCD  7^  aefg  7\  SBLM 
"^  ctfh  7\  ^DPMy\cdab, 
also   abcd  und  cd  ab  erstes  und  letztes  Glied 
in  einer  durch  aufeinanderfolgende  Projektionen 
gebildeten  Reihe  von  Elementengruppen,  also 
abcd  7\  cdab. 


Erkl.  356.  Nimmt  man  als  Reihenfolge  des 
ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Elementes  adcb 
statt  abcd,  so  erhält  man  ebenfalls  das  Er- 
gebnis abcd '/\  cdab;  nimmt  man  dagegen 
die  Reihenfolge  ab  de  oder  acdb,  so  folgt 
abcd  J^  dcba;  Reihenfolge  acbd  oder  adbc 
liefert  abcd~/\  bade.  Man  erhält  also  wieder 
die  vier  Gruppierungen  der  Elemente  abcd, 
welche  auf  Grund  gleichbleibenden  Wertes  des 
Doppelverhältnisses  projektivisch  sein  müssen,  und 
könnte  sich  daher  auch  den  Punkt  .S'  als  gemein- 
samen Scheitel  denken  für  v  i  e  r  p  r  0  j  e  k  t  i  v  i  s  c  h  e 
Strahlenbüschel  in  vereinigter  Lage,  bei 
welchen  dieselben  vier  Strahlen  jeweils  mit 
verschiedener  Benennung  zugeordnete  Elemente 
bilden,  nämlich  in 

<§!  als  Oj&jCj(7j,    S^  als  b^a.2d^c,2, 
Sg  als  Cjrfjag&ä,    S^  als  d^c^b^a^. 


Auflösung.  Um  die  Aufgabe  114  nach 
der  in  Antwort  auf  Frage  54  genannten 
doppelten  Anwendungsweise  des  Dualitäts- 
prinzips zu  lösen,  verfährt  man  auf  folgende 
beiden  Arten: 

Ja)  Man  beweist  den  verlangten  Satz  am 
Punktgebilde,  wie  solches  in  Auflösung  der 
Aufgabe  114  und  Figur  81  geschehen  ist, 
—  und  spricht  ihn  sofort  allgemein  aus,  wie 
in  Satz  6  a  der  Erkl.  315. 

Ib)  Man  beweist  den  dualistischen  Satz 
ebenso  selbständig  am  Strahlengebilde,  wie 
folgt  (vergl.  Figur  93): 

Da  nach  Satz  6  dasselbe  Doppelverhältnis 
den  gleichen  Wert  behält  bei  den  Ver- 
tan s  dum  gen  : 

(abcd)  =  (bade)  =.  (cdab)  — .  (dcba), 
so  müssen: 

abcd  7\  bade  7\  cdab  7\  dcba 
sein,  d.  h.  es  rauss  jede  dieser  Eleraenten- 
gruppen  durch  eine  Reihe  von  Projektionen 
aus  jeder  der  andern  bezw.  aus  deren  erster 
hervorgebracht  werden  können.  Um  dies 
nachzuweisen,  schneidet  man 

1.  die  ganz  beliebig  gewählten  Strahlen 
abcd  eines  Punktes  S  zunächst  durch  eine 
beliebig  gewählte  Gerade  f  und  projiziert 
die  entstehenden  vier  Punkte  durch  vier 
Strahlen  aus  einem  Punkte,  welcher  auf 
einem  ersten  der  vier  Strahlen  liegt;  man 
schneidet  dann 

2.  alle  so  entstandenen  vier  Strahlen  durch 
einen  zweiten  der  vier  ursprünglichen  Strah- 
len als  Träger  und  projiziert  die  vier  Schnitt- 
punkte der  vier  Strahlen  aus  demjenigen 
Punkte  als  Scheitel,  in  welchem  die  Gerade  t 
von  einem  dritten  der  ursprünglichen  Strah- 
len geschnitten  wurde;  endlich  schneidet  man 

3.  die  so  entstandenen  vier  Strahlen  mit 
derjenigen  Geraden  als  Träger,  welche  durch 
den  Schnittpunkt  von  t  mit  dem  vierten 
der  ursprünglichen  Strahlen  gegangen  war, 
und  projiziert  die  vier  erhaltenen  Punkte 
wieder  aus  dem  ursprünglichen  Scheitel  *S' 
der  vier  Strahlen. 

Man  hat  also  nun  den  Satz  für  Strahlen- 
gebilde erhalten  und  kann  ihn  sofort  all- 
gemein aussprechen. 

IIa)  Man  kann  aber  auch  nur  den  Be- 
weis la)  selbständig  führen  und  an  Stelle 
des  Beweises  Ib)  folgendermassen  verfahren: 
Sind  abcd  vier  Strahlen  eines  Punktes  S,  so 
schneide  man  sie  durch  eine  beliebige  Ge- 
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Erkl.  357.  Man  könnte  von  vornherein  an- 
nehmen, dass  zwei  Entwicklungen  wie  la  und  Ib 
für  Auge  und  Sprache,  d.  h.  für  figürliche  und 
wörtliche  Darstellungsweise,  stets  ganz  gleich- 
artig erscheinen  müssten.  Das  ist  aber  nicht 
so.  Denn  durch  zwei  gezeichnet  vorliegende 
Geraden  ist  auch  stets  gezeichnet  ihr  Schnitt- 
ptinkt,  nicht  aber  durch  zwei  gezeichnete  Punkte 
auch  ihre  Verbindungsgerade,  wenn  auch  theo- 
retisch durch  dies  eine  Elementenpaar  stets  auch 
das  dritte  Element  als  gesetzt  gilt;  und  das  Auge 
tibersieht  leichter  eine  Anzahl  getrennter  Punkte, 
als  eine  gleiche  Anzahl  von  Geraden.  So  is^; 
auch  in  den  Figuren  42,  44  und  91  die  Ueber- 
sieht  als  eine  weit  leichtere  erkannt  worden,  als 
in  den  dualistischen  Figuren  43,  45,  92  —  und 
die  Entwicklung  la  der  nebenstehenden  Auf- 
lösung ist  in  demselben  Grade  dtirchsichtiger, 
als  etwa  Figur  14  gegenüber  15  und  16.  — 


Erkl.  358.  Die  vorige  Erwägung  liefert 
den  Anlass,  dass  man  eine  dualistische  Unter- 
suchung, welche  man  nicht  doppelt  durch- 
zuführen wünscht,  gerade  in  derjenigen  der 
beiden  möglichen  Entwicklungsweisen  auf- 
baut (und  das  ist  in  der  Regel  am  Punkt- 
gebilde), welche  auch  dem  Auge  und  dem 
sprachlichen  Ausdruck  sich  als  die  einfachere 
darbietet,  —  und  dann  auf  Grund  des  Dualitäts- 
prinzips die  zweite  Durchführung  als  entbehr- 
lich unterlässt,  doch  aber  den  Satz  allgemein 
ausspricht,  weil  keine  ilassbeziehungen  in  der 
Entwicklung  gebraucht  wurden. 


rade   t  in  vier  Punkten  AB  CD,   dann  ist 
sicher : 

ahcd  Y\  ÄBCD. 
Nach  la)  ist  nun: 

ÄBCD-/\  CDAB 
und  selbstverständlich : 

CDAB  X  cdah, 
folglich  auch  (vergl.  Sätze  der  Aufgabe  50) : 
ahcd  7\  cdah. 

IIb)  Man  könnte  aber  ebenso  auch  den 
Beweis  Ib  selbständig  fuhren  und  an  Stelle 
des  Beweises  la)  folgendermassen  verfahi-en: 
Sind  ÄBCD  vier  Punkte  einer  Geraden  t, 
so  projiziere  man  sie  aus  einem  beliebigen 
Punkte  S  durch  vier  Strahlen  ab  cd,  dann 
ist  sicher: 

ÄBCDy^  abcd. 
Nach  Ib)  ist  nun: 

ahcd  7\  cdah, 
und  selbstverständlich: 

cdah  7^  CDAB, 
folglich  auch  (vergl.  Sätze  der  Aufgabe  50)  : 
ABCD^^  CDAB. 

III)  Man  kann  aber  endlich  die  üeber- 
tragimgen  in  II a)  oder  II b)  auch  weg- 
lassen und  den  erhaltenen  Satz  doch 
in  allgemeiner  (doppelgültiger)  Form 
aussprechen,  wenn  in  der  Entwicklung 
la)  oder  Ib)  erwiesenermassen  keinerlei 
Beziehungen  auftreten,  die  bei  dualistischer 
Tebertragung  ihre  Gültigkeit  verlieren.  Denn 
dann  liegt  schon  in  dieser  ersten  Beweis- 
führung die  Gewähr,  dass  der  selbständige 
dualistische  Aufbau  (Ib  bezw.  la)  oder  die 
dualistische  Uebertragung  (IIa  bezw.  IIb) 
zum  gleichen  Ergebnis  führen. 


Aufgabe  156.     Man  soll  den  Inhalt  der 
Erkl.  337  dualistisch  durchführen. 


Aufgabe  157.  Man  soll  von  den  folgenden  dualistisch  gegenüberstehenden  Sätzen  je  den 
einen  [a)  oder  b)]  als  vorhanden  ansehen  und  darnach  den  andern  aussprechen: 

1  a)  Gehen  von  drei  Punkten  einer  Ge-  1  b)  Liegen  auf  drei  Strahlen  eines  Punktes 
raden  drei  Strahlenpaare  aus,  so  bilden  diese  drei  Punktepaare ,  so  bilden  diese  Punkte- 
Strahlenpaare  (zu  je  zweien  zusammengenom-  paare  (zu  je  zweien  zusammengenommen) 
men)  drei  Vierseite,  deren  Nebenseiten  vier-  drei  Vierecke,  deren  Nebenecken  viermal  zu 
mal  zu  je  dreien  durch  einen  Punkt  gehen,  je  dreien  auf  einer  Geraden  liegen. 

2  a)  Liegen  die  sechs  Eckpunkte  eines  2b)  Gehen  die  sechs  Seiten  eines  ein- 
einfachen Sechsecks  zu  je  dreien  auf  zwei  fachen  Sechsseits  zu  je  dreien  durch  zwei 
Geraden,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte  je  Punkte,  so  gehen  die  drei  Verbindungs- 
zweier gegenüberliegenden  Seiten  auf  einer  geraden  je  zweier  gegenüberliegenden  Eck- 
Geraden,  punkte  durch  einen  Punkt. 
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3  a)  Gehen  durch  zwei  Punkte  einer  Ge- 
raden je  zwei  Gegenseiten,  durch  einen 
dritten  Punkt  derselben  eine  fünfte  Seite 
eines  vollständigen  Vierecks,  so  geht  auch 
dessen  sechste  Seite  jedesmal  durch  den- 
selben Punkt  der  Geraden. 

4  a)  Sind  gegeben  eine  Panktreihe  und 
ein  projektivisch  verwandter  Strahlenbüschel, 
und  wird  ein  Punkt  auf  dem  Träger  der 
Punktreihe  stetig  verschoben,  so  dreht  sich 
der  zugeordnete  Strahl  stetig  um  den  Scheitel 
des  Büschels. 

5  a)  Sind  die  vier  Ecken  eines  vollstän- 
digen Vierecks  Punkte  eines  Kreises,  so 
bilden  die  drei  Nebenecken  ein  Dreieck, 
von  welchem  sowohl  jede  Seite  Polare  der 
Gegenecke,  als  auch  jede  Ecke  Pol  der 
Gegenseite  ist:  ein  Polardreieck. 

6  a)  Ist  gegeben  ein  Kreis  und  zwei  feste 
Punkte  desselben,  und  wird  ein  beweglicher 
Punkt  längs  der  Kreislinie  verschoben,  so 
liefert  der  Winkel  am  beweglichen  Punkte 
zwischen  zwei  Verbindimgsstralilen  mit  den 
beiden  festen  Punkten  stets  gleichgrosse 
(Peripherie-)  Winkel,  nämlich  gleich  der 
Hälfte  des  Winkels  der  Radien  nach  den 
beiden  festen  Punkten. 


Erkl.  359.     Die  Sätze  1  a)  b)  und  2  a)  b) 

lassen  sich  mit  den  Mitteln  der  projektivisclien 
Geometrie,  welche  im  vorliegenden  Teile  dieses 
Lehrbuches  geboten  sind,  beweisen;  die  Sätze 
3  a)  b)  werden  gleich  im  ersten  Abschnitt  des 
folgenden  Teiles  dieses  Lehrbuches  ihren  Be- 
weis finden  als  Grundlage  der  harmonischen 
Beziehung;  Sätze  4a)b)  und  5a)b)  [und  auch 
la)b)]  sollen  den  Fall  zeigen,  dass  der  dua- 
listische Satz  gar  keine  neuen  Beziehungen 
liefert,  sondern  mit  dem  übertragenen  denselben 
Inhalt  hat,  wenn  auch  in  anderer  Schlussfolge. 
Davon  ist  Satz  4a)b)  an  sich  selbstverständ- 
lich, Satz  5  a)  b)  ist  der  Satz  20  und  20  a)  des 
VIII.  Teiles  von  Kleyer-Sachs,  Ebene  Eleraentar- 
Geometrie,  welcher  später  auch  für  die  projek- 
tivische Geometrie  an  der  allgemeinen  Kurve 
zweiten  Grades  seine  Geltung  erhalten  wird. 


3  b)  Liegen  auf  zwei  Strahlen  eines  Punktes 
je  zwei  Gegenecken,  auf  einem  dritten  Strahl 
desselben  ein  fünfter  Eckpunkt  eines  voll- 
ständigen Vierseits,  so  liegt  auch  dessen 
sechster  Eckpunkt  jedesmal  auf  demselben 
Strahle  des  Punktes. 

4  b)  Sind  gegeben  ein  Strahlenbüschel 
und  eine  projektivisch  verwandte  Punktreihe, 
und  wird  ein  Strahl  um  den  Scheitel  des 
Strahlenbüschels  stetig  gedreht,  so  verschiebt 
sich  der  zugeordnete  Punkt  stetig  auf  dem 
Träger  der  Punktreihe. 

5  b)  Sind  die  vier  Seiten  eines  vollstän- 
digen Vierseits  Tangenten  eines  Kreises,  so 
bilden  die  drei  Nebenseiten  ein  Dreiseit,  von 
welchem  sowohl  jede  Ecke  Pol  der  Gegen- 
seite, als  auch  jede  Seite  Polare  der  Gegen- 
ecke ist:  ein  Polardreiseit. 

6  b)  Ist  gegeben  ein  Kreis  und  zwei  feste 
"Tangenten  desselben,  und  wird  eine  beweg- 
liche Tangente  längs  der  Kreislinie  ver- 
schoben, so  liefert  dig  Strecke  auf  der  be- 
weglichen Tangente  zwischen  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  beiden  festen  Tangenten 
stets  gleichgrosse  (Mittelpunkts-)  Winkel, 
nämlich  gleich  der  Hälfte  des  Winkels  der 
Radien  nach  den  Berührungspunkten  der 
beiden  festen  Tangenten. 

Erkl.  360.  Satz  6a)b)  ist  ebenso  wie  .5a)b) 
mit  metrischen  Beziehungen  verknüpft  und  zeigt, 
wie  auch  Sätze  der  Planimetrie  durch  dua- 
listische Beziehungen  verbunden  sein  können 
in  Fällen,  wo  der  äussere  Schein  solches  kaum 
vermuten  lässt.  Satz  6  a)  ist  der  bekannte  Satz 
vom  Peripheriewinkel  in  Kleyer-Sachs,  Ebene 
Elementar-Geometrie,  IV.  Tl ,  Satz  16;  Satz  6  b 
ist  bewiesen  in  Aufgabe  39  des  IV.  Teiles  von 
Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie. 

Erkl.  361.  Für  die  vorliegende  Aufgabe  157 
kommt  die  Richtigkeit  der  Aussagen  1  bis  6 
an  sich  eigentlich  gar  nicht  in  Betracht,  da  ja 
nirr  die  Uebertragung  von  der  einen  in  die 
andere  Ausdrucksweise  geübt  werden  soll.  Da- 
her ist  es  auch  ohne  Bedenken,  dass  dazu  Sätze 
verwandt  werden,  welche  an  vorliegender  Stelle 
der  Begründung  entbehren. 


Aufgabe  158.  Man  versuche  die  Beweise 
zu  den  Sätzen  1)  und  2)  der  vorigen  Auf- 
gabe zu  erbringen. 


Aufgabe  159.  Man  stelle  die  Beweise 
1  a)  und  1  b) ,  2  a)  und  2  b)  dualistisch 
gegenüber. 


Ergebnisse  der  ungelösten  Aufgaben. 


Aufgabe  2.  Winkelsumme  des  Dreiecks  und  der  Vielecke;  Tangentenabschnitte 
der  Berührungskreise  bei  Dreiecken  und  Vielecken,  Pj'thagoreischer  Lehrsatz,  Flächen- 
bestimmung und  Berechnung  einzelner  Stücke  des  Dreiecks  aus  beliebig  gegebenen 
Stücken,  z.  B.  Heronische  Formel  u.  a.,  graphisches  Rechnen,  Xoniusmessungen,  arithmeti- 
sches, geometrisches  und  harmonisches  Mittel,  Inhalt  des  Sehnenvierecks,  Kreismessung, 
Potenzlinien  und  vieles  andere. 

Aufgabe  4.  Eechnung  mit  unendlich  grossen  und  kleinen  Werten  an  ver- 
schiedensten Stellen,  Zahlentheorie  bei  Berechnung  der  konstrnierbaren  regulären  Po- 
lygone, sowie  bei  Aufsuchung  der  möglichen  regulären  Sternvielecke  und  der  Diagoualen- 
grössen  der  regulären  Polygone,  oder  bei  Aufsuchung  gememsamen  Masses  zweier  Längen; 
Funktionentheorie  zur  Konstruktion  der  regulären  Polygone  von  17  oder  257  oder 
65  537  Seiten,  zur  Festlegung  der  transcendentalen  Irrationalität  der  Zahl  n,  u.  a. 

Aufgabe  6.  Die  allgemeinen  Betrachtungen  über  geoftietrische  Gebilde,  Vielecke 
und  Vielseite  in  Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar- Geometrie,  III.  Teil,  A;  über  gegenseitige 
Lagen  dreier  und  mehrerer  Kreise,  lineare  Konstruktion  eines  vierten  harmonischen  Punktes 
bezw.  Strahles;  geometiische  Ortssätze  über  Lage  eines  vierten  harmonischen  Punktes 
oder  vierten  harmonischen  Strahles,  u.  s.  w. 

Aufgabe  8.  Die  Elemente  der  achsigen  und  zentrischen  Symmetrie;  über  Situations- 
pnnkt  und  Situationsachse  kongruenter,  sowie  über  Aehnlichkeitspunkt  und  Aehnlichkeits- 
achse  ähnlicher  Figuren  in  schiefer  Lage;  fast  alle  Berührungsprobleme  z.  B.  die  Apollo- 
nischen; geometrische  Ortssätze  über  Kreisberührungen;  Einzelsätze  aus  der  Transversalen- 
tbeorie. 

Aufgabe  10.  a)  Hauptbeispiele  bilden:  die  Aufsuchung  des  vierten  harmonischen 
Punktes  einerseits  durch  den  Halbkreis  oder  Abti  agung  gleicher  Strecken ,  andererseits 
durch  Lineal  allein ;  Parallelenkonstruktion  auf  gleicher  Grundlage;  Tangentenkonstrtiktion 
an  den  Kreis  mittels  Zirkel  oder  Lineal. 

b)  Quadratische  Gleichung  {x-\~b){x  —  7)  =  0  entweder  wirklich  als  quadratische 

Gleichung:  

x2-\-ox  —  7x—3o  =  0;    x2  —  2x  —  3o  =  0,     a;  =  l+/l+35  =  l+  V^36  =  1  +  6; 
j-,  =  14-6  =  7,    «2  =  1-6  =  — 5 
oder  durch  Zerlegung  in  die  beiden  Faktoren: 

1)  ...  X.  —  7  =  0,    X.  =  7 
und 

2)  .  .  .  ^2  +  5  =  0,    X.,  =  5. 


Aufgabe  12.  Der  Weg  eines  bewegten  Punktes  wird  zur  geraden  Linie,  wenn 
der  Punkt  wälirend  der  Bewegung  seine  Fortschreitungsrichtung  nie  ändert,  oder  nie 
gedreht  wird.  —  Der  von  einer  bewegten  Geraden  überstrichene  Raum  wird  zu  einer 
Ebene,  wenn  die  Gerade  längs  einer  andern  gleitet,  ohne  sich  um  dieselbe  zu  drehen 
(oder  auch,  wenn  die  Gerade  sich  um  eine  zu  ilir  senkrechte  Gerade  dreht,  ohne  längs 
derselben  zu  gleiten). 
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Aufgabe  15.     I.  1.  Man  wähle  einen  Parallelstralilenbüschel  und  durchlaufe  sämtliche 
Punkte  jedes  Strahles. 

I.  2.  Man  lasse  eine  beliebige  Gerade  sich  um  einen  ihrer  Punkte  drehen  und  durch- 
laufe in  jeder  Lage  sämtliche  Punkte  der  Geraden. 

1.  3.  Man  wähle  zwei  Parallelstralilenbüschel  und  durchlaufe  sämtliche  Schnittpunkte. 

ir.  1.  =  II.  2.  Man  durchlaufe  sämtliche  Parallelstrahlenbüschel  der  Ebene. 

IL  3.  Man  wähle  zwei  parallele  Geraden  und  verbinde  jeden  Punkt  der  einen  mit 
jedem  Punkt  der  andern. 

Aufgabe  16.  Ebenes  System  und  Strahlenbündel  enthalten  je  oo-  Strahlenbüschel; 
das  ebene  System  enthält  co-  Punktreihen,  aber  keine  Ebenenbüschel;  der  Strahl enbündei 
enthält   oo^  Ebenenbüschel,  aber  keine  Punktreihen. 

Aufgabe  20.  Liegt  der  Scheitel  des  in  der  ersten  Lösung  gewählten  Strahlen- 
bündels im  Unendlichen,  so  ist  mit  dem  Parallelstrahlenbündel  genau  ebenso  zu  verfahren. 
Die  zweite  Lösung  geht  in  die  dritte  über,  wenn  als  Drehungsachse  der  Ebene  ihre  nn- 
endlichferne  Gerade  gewählt  wird.  In  der  vierten  Lösuug  kann  mau  zusammenstellen 
einen  Parallelstrahlenbündel  mit  einem  gewöhnlichen  Ebenenbüschel,  oder  einen  gewöhn- 
lichen Strahlenbündel  mit  einem  Parallelebenenbüschel,  oder  einen  Parallelstrahlenbündel  mit 
einem  Parallelebenenbüschel, 

Aufgabe  22.  Wählt  man  1.  als  ebenes  System  die  unendlich  ferne  Ebene,  so 
geht  durch  jede  der  od^  Geraden  derselben  ein  Pai^allelebenenbüschel  von  oo^  Ebenen, 
zusammen  oo^. 

2.  Nimmt  man  einen  Parallelstrahlenbündel,  so  muss  statt  der  Parallelverschiebung 
die  Drehung  jeder  Ebene  ym  eine  beliebige  nicht  durch  den  Scheitel  gehende  Achse  in 
derselben  gewählt  werden,  oder: 

3.  Der  Scheitel  durchläuft  eine  Gerade  im  Endlichen  oder  im  Unendlichen. 

4.  Im  vierten  Fall  kann  eines  der  beiden  Gebilde,  aber  nicht  beide  gleichzeitig 
ins  Unendliche  verlegt  werden,  weil  sonst  die  Punktreihe  selbst  in  der  Ebene  enthalten  wäre. 

Aufgabe  24.  Tritt  1.  als  ebenes  System  die  unendlich  fenie  Ebene  auf,  so  ent- 
stehen lauter  Parallelstrahlenbündel:  deren  gibt  es  oo^  mit  je  oo^  Strahlen,  also  <x*.    Wird 

2.  der  Ebenenbündel  zu  einem  Parallelstrahlenbündel,  so  bleibt  die  Lösung  unver- 
ändert. Ebenso  die  dritte  Lösung,  wenn  eine  der  Ebenen  die  unendlich  ferne  ist;  und 
auch  die  vierte,  ob  man  nur  einen  oder  zwei  Parallelstrahlenbündel  wählt. 

Aufgabe  25.  Prüft  man  die  vierte  Lösung  der  Aufgabe  23,  so  wählt  man  einen 
beliebigen  Strahl  des  Raumes:  Mit  dem  ersten  und  mit  dem  zweiten  Bündelscheitel 
bildet  er  je  eine  und  zwar  einzige  Ebene.  Diese  Ebene  ist  enthalten  unter  denen  des 
Bündels  —  also  entsteht  auch  die  gewählte  Gerade  einmal  und  zwar  ein  einziges  Mal 
nach  der  gewählten  Vorschrift. 

Aufgabe  27.  Beispiele  mit  einfacher  Reduktion  ergeben  sich:  1.  bei  Erzeugung  der 
Strahlen  des  Raumes,  wenn  man  durch  jeden  seiner  oo^  Punkte  die  oo^  Strahlen  eines 
Bündels  legt,  oder  2.  bei  Erzeugung  der  Ebenen  des  Raumes,  wenn  man  durch  jeden  der 
00-  Strahlen  eines  Bündels  eine  Ebene  legt  mit  jedem  der  oo-  Punkte  einer  Ebene. 

Aufgabe  28.  Beispiele  mit  doppelter  Reduktion  (Erkl.  219)  ergeben:  die  Erzeugung 
der  Strahlen  einer  Ebene,  indem  man  jeden  ihrer  oo^  Punkte  mit  jedem  andern  verbindet 

( — ^  =<»");  oder  die  Erzeugung  der  Ebenen  des  Raumes,  indem  man  durch  jeden  seiner 

00^  Punkte  eine  Ebene    legt    durch  jede   der  oo-   Geraden   einer  Ebene  | — —=  oo3j; 

vierfache  Reduktion  erfordert  z.  B.  die  Erzeugung  der  Punkte  des  Raumes  durch 
Schnitt  seiner  oo*  Geraden  mit  jeder  seiner  oo^  Ebenen.  Denn  jeder  einzelne  Punkt  wird 
auf  solche  Weise  oo*  fach  erzeugt,  nämlich  durch  jeden  der  oo-  Strahlen  seines  Bündels 

mit  jeder  der  oo^  Ebenen  desselben,  so  dass  bleibt:  — ^  =  <»3, 
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Aufgabe  30.  1.  Jeder  der  oo^  Punkte  ist  Träger  eines  Bändels  mit  oo-  Büscheln, 
also  bat  der  Eaum  oo^  Büscbel. 

2.  Jede  der  cx>^  Ebenen  ist  Träger  eines  ebenen  Systems  mit  oc-  Büscheln,  also 
hat  der  Raum  x^  Büschel. 

3.  Ein  Ebenenbüschel  wird  von  jeder  der  oo^  Ebenen  des  Baumes  in  einem  Strahlen- 
büsehel  geschnitten.  Nimmt  die  Achse  alle  x-  möglichen  parallelen  Lagen  (oder  alle 
Lagen  der  Strahlen  eines  Bündels)  an,  so  entstehen   x^-  x-  Büschel  im  Eaum. 

Aufgabe  33.  1.  Vier  Gerade  liefern  als  geschlossene  Bäume  zwei  Dreiecke  und 
ein  Viereck,  als  offene  (8  bezw.  4)  Räume  drei  Doppelräume  von  dreiliniger  Begi'enziing, 
nämlich  zwei  Ecken  einerseits  und  einer  Ecke  andererseits  des  Unendlichen,  und  einen 
Doppelraum  von  vierliniger  Begrenzung,  nämlich  drei  Ecken  einerseits,  einer  Ecke  anderer- 
seits der  unendlich  fernen  Geraden. 

2.  Das  Fünfeck  hat  11  (bezw.  16)  Räume,  nämlich  sechs  geschlossene  und  fünf 
offene,  von  denen  je  1  und  2  oder  1  und  3  oder  2  und  3  Ecken  diesseits  bezw.  jenseits 
der  unendlich  fernen  Gerade  liegen. 

Aufgabe  35.    Wenn  eine  Gerade  einer  Trifft   eine  Gerade   die   eine  von  zwei 

Ebene    die    eine    von   zwei    parallelen    Ge-  Geraden   nicht   ia   ihrem   (endlich   oder  un- 

raden  schneidet ,   so   schneidet  sie  auch  die  endlich  tera  gelegenen)  Schnittpunkt  mit  einer 

andere.  dritten,  so  trifft  sie  auch  die  andere  in  einem 


Oder: 


andern  Punkt. 


Parallele  Gerade  liegen  stets  in  einer  Gerade,  welche  einander  in  einem  (endlich 
Ebene.  oder     unendlich     fern     liegenden)     Punkte 

schneiden,  liegen  in  einer  Ebene. 

Aufgabe  37.    Wenn  eine  Gerade  mit  Wenn  eine  Gerade  eine  Ebene  in  einem 

einer  Ebene  parallel  ist,   so  ist  sie  auch  zu  (endlich  oder  unendlich  fern  liegenden)  Punkte 

jedem  Stralü  der  Ebene  parallel,  der  mit  ihr  trifft,  so  trifft  sie  in  demselben  Punkte  jeden 

in  einer  Ebene  liegt.  Strahl  der  Ebene,   welcher  mit  ihr  in  einer 

Oder:  ^^^°^  ^^®^- 

Wenn  eine  Ebene  zu  einer  von  zwei  Geht  eine  Ebene  durch  die  (endlich  oder 
parallelen  Ebenen  parallel  ist,  so  ist  sie  auch  unendlich  fern  liegende)  Schnittgerade  zweier 
zur  andern  parallel.  anderen,  so  schneidet  sie  beide  Ebenen  in 

dieser  Geraden. 

Und  ebenso  die  zwei  andern  Sätze  über  paiallele  Ebenen  entsprechend  den  in  Auf- 
gabe 34  und  35  enthaltenen  Sätzen  über  parallele  Geraden. 

Aufgabe  40.  Man  lege  die  Ebene  duich  die  gegebene  Gerade  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  zweiten. 

Aufgabe  42.  Man  lege  die  Ebene  durch  den  gegebenen  Punkt  und  durch  die 
beiden  imendlich  fernen  Punkte  der  beiden  gegebenen  Geraden. 

Aufgabe  43.  1.  Man  schneidet  die  Ebene  durch  beide  Geraden  imd  verbindet  die 
beiden  Schnittpunkte. 

2.  Man  legt  eine  Ebene  durch  den  Punkt  und  die  eine  Gerade,  schneidet  sie  durch 
die  zweite,  und  verbindet  diesen  Dnrchbohrungspunkt  mit  dem  gegebenen.  Diese  Gerade 
geht  durch  den  gegebenen  Punkt  und  schneidet  jedenfalls  die  gegebene  zweite  Gerade; 
aber  auch  die  erste,  weil  diese  in  gleicher  Ebene  liegt. 


Aufgabe  45.     1.  Punktreihe  und  Punktreihe  bei  Beziehung  zweier  ebenen  Systeme; 

2.  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  bei  Beziehung  eines  ebenen  Systems  und  eines 
Strahlenbündels,  sowie  doppelt  bei  reciproker  Beziehung  zweier  ebenen  Systeme. 

3.  Punktreihe  und  Ebenenbüschel  nur  bei  der  reclproken  Beziehung  zwischen  einem 
ebenen  System  und  einem  Strahlenbündel. 
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4.  Strahlenbüschel  und  Strahlenbüschel:  zwischen  zwei  ebenen  Sj'stemen  oder  zwischen 
zwei  Strahlenbündeln ,  sowie  bei  reciproker  Beziehimg-  eines  ebenen  Systems  und  eines 
Strahlenbündels. 

5.  Strahlenbüschel  nnd  Ebenenbüschel  zwischen  ebenem  System  und  Ebenenbündel, 
sowie  doppelt  bei  reciproker  Beziehung  zwischen  zwei  Strahlenbündeln  oder  Ebenenbündeln. 

6.  Ebenenbüschel  und  Ebenenbüschel  bei  Beziehung  zweier  Ebenenbündel: 

(2-l-|-2-24-l'l  +  l"3  =  10  Arten,   wovon  7  mal   mit  Strahlenbüschel,  je  4  mal  mit 

Piinktreihe  oder  Ebenenbüschel.) 

Aufgabe  47.  Bei  Kongruenz  und  Aehnlichkeit  ebenso  wie  bei  der  Inversion  ent- 
sprechen einander  Punkt  und  Punkt,  aber  nur  bei  den  beiden  ersten  auch  Gerade  und 
Gerade,  Ebene  und  Ebene;  bei  der  letzteren  dagegen  Gerade  und  Kreis,  Ebene  und  Kugel. 
Demnach  können  auch  nur  die  beiden  ersten  Beispiele  Einzelfälle  der  Projektivität  sein, 
nicht  auch  der  letzte. 


Figur  95. 


Aufgabe  52.     In  Figur  94  ist: 


/\  ^1  durch  (Sj 
7^  ^2  durch  Sj 


#1  7^  t.,  (durch  SJ       \ 
Dagegen  in  derselben  Figur: 
h  TV  ^3  durch  S^  1 

t,  J\  t^  durch  5i  ! 

'4  Ä  ^2  (nicht  tQ      I 


S.y  7\"  S^  durch  f^ 
S^  A  ^s  durch  fg 
Sj  7Y  ^3  (durch  ts) 

S4  7\  -S^i  durch  #1 
S,  y\  Sg  durch  t^ 
S^  Ä  Ss  (nicht  '%) 


h  7\  ^i  in  vereinigter  Lage 
S,  ~/\  S^  durch  ?, 
^1  Ä  ^i  (in  vereinigter  Lage) 


h  A  h 

h  Ä  ^5 


durch  Sj 

in  vereinigter  Lage 


ti  A  ^2  (nicht  7\) 

^i  Ä  ^3  durch  tg 
^3  Ä  ^4  in  vereinigter  Lage 
S,  Ä  h  (nicht  X) 
Aufgabe  54.     Es   kann    1.  t^  samt  S^   im  Unendlichen  liegen,   dann  werden  die' 
sämtlichen  Strahlen  des  Büschels  S  parallel  (Figur  95  a).     Es  kann 

2.  'S'2  unendlich   fern  liegen ,   dann  werden  die  Strahlen   des  Büschels  63  parallel 
(Figur  95  b).     Liegt 

3.  tg  unendlich  fern,  so  werden   die  Strahlen  von  S^  parallel   den  entsprechenden 
Strahlen  von  S^  (Figur  95  c). 
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Aufgabe  56.  Liegt  t  im  unendlichen,  so  ist  jeder  seiner  Punkte  der  unendlich 
ferne  Punkt  des  Projektionsstrahles ;  liegt  8  unendlich  fern,  so  ist  jeder  Projektionsstrahl 
die  Parallele  durch  den  Punkt  auf  t  mit  derjenigen  Geraden  (Pfeil,  Richtung),  welche 
die  unendlich  ferne  Lage  von  S  angibt. 

Aufgabe  59.  Die  Kongruenz  durch  Verschiebung  längs  der  Parallelen  in  Figur  56a, 
durch  ümklappung  um  die  Winkelhalbierende  des  Winkels  P^  D  P,  iß  Figur  55  b ,  durch 
Umdrehung  um  180"  um  S  in  Figur  56b.  —  Die  Aehnlichkeit  in  Figur  55b  nach 
dem  Grundsatz  über  den  Schnitt  eines  Winkels  durch  Parallelen,  in  Figur  56  ah  durch 
Aehnlichkeit  wegen  gleicher  Winkel  zwischen  den  Dreiecken: 

SA,  B^  ^NJ  SA,B., ,     SB,  P,  IM  SB.,P,,     SP,  Q,  svs  SP^Q,. 

Denn  hieraus  wird  erst: 

.S'^i  :  SB,  -.Ä^B,  =  SÄ^ :  SB.^^ :  A.^B., , 
dann: 

SB, :  SP,  :  B,  P,  =  u.  s.  w. , 
wie  in  Erkl.  252. 

Aufgabe  60.  In  Figur  56b  liegt  S  zwischen  t^t^  und  kann  hier  nicht  ins  Unend- 
liche gerückt  werden,  weil  die  Parallelen  t^  t^_  durch  denselben  Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden  gehen,  also  daselbst  kernen  Zwischenraum  lassen  für  S.  —  Für  Figur  55  b  muss 
also  -S'  schon  zuvor  ausserhalb  der  Parallelen  liegen,  wie  in  Figur  56a. 

Aufgabe  62.  Keiner  von  allen  Einzelfällen  bringt  eine  Aenderung  am  allgemeinen 
Verfahren  der  Aufgabe  61. 

Aufgabe  65.  In  kongruenten  Büscheln  ist  der  Winkel  je  zweier  entsprechenden 
Halb  strahlenpaare  gleichgross : 

^  {a,  b,)  =  <^  (a,  fco)  u.  s.  w. 
Bei  kongruenten  Parallelstrahlenbüscheln  muss  der  senkrechte  Abstand  je  zweier  ent- 
sprechenden Strahlenpaare  gleichgross  sein: 

(a,b^)  =  (a.2&2)  II-  s-  '^^ 
Aufgabe  66.    Ist  in  Figur  58  b  der 

^S,CP=<^  S^'CP  =  ^S.:,CA  —  ^  S^'CA, 
so  bilden  z.  B.  die  Strecken  CP  und  c^  bezw.  c^  mit  dem  von  P  auf  c^  bezw.  c^  ge- 
fällten Lot  beiderseits  t  kongruente  rechtwinklige  Dreiecke: 

(CP  —  CP,   ^c,t  =  c^t,  90'>  =  900), 
also  muss  das  Lot  beiderseits  gleichgross  sein.  —  In  Figur  59  kommt  nur  der  Satz  zur 
Anwendung,   dass  Winkel,   deren  Schenkel  paarweise  in  gleicher  (a)  oder  paarweise  in 
entgegengesetzter  Richtung  (b)  parallel  laufen,  gleichgross  sind. 

Aufgabe  68.  In  Figur  58  a  könnte  etwa  der  dem  unendlich  fernen  Strahle  durch  S^ 
entsprechende  Strahl  f\  gegeben  sein,  dann  wäre  t  die  Parallele  zu  f  durch  den  Schnitt- 
punkt von  «102.  —  Sonst  bleiben  in  Figur  58  a  und  b  die  allgemeinen  Ergebnisse  ohne 
Aenderung.  —  In  Figur  59  bestimmt  das  erste  Paar  paralleler  Strahlen,  dass  f  durch 
deren  unendlich  fernen  Punkt  gehen  muss;  ein  konvergentes  zweites  Paar  würde  den 
Träger  durch  den  Schnittpunkt  zum  ersten  Strahlenpaar  parallel  erfordern;  ein  paralleles 
zweites  Paares  ergibt  die  unendlich  ferne  Gerade  selbst  als  Träger  f. 

Aufgabe  70.    Ausser  Aa,  Xx,  Bb,  Ytj,  Cz  findet  man  als  entsprechende  Elemente: 

1.  zu  5*2  als  Schnittpunkt  von  by  die  Verbindungsgerade  BY, 

2.  zu  ^1  als  Verbindungsgerade  von  S^  und  C  den  Schnittpunkt  von  BY  mit  ^, 

3.  zu  Punkt  (/,  t^  die  Verbindungsgerade  des  zuletzt  genannten  Schnittpunktes 
mit  C  u.  s.  w. 

Aufgabe  71.  Zu  einem  Punkte  Q  zieht  man  die  Strahlen  AQ,  XQ,  konstruiert 
{(iq)  und  {xq)  und  verbindet  diese  entsprechenden  Punkte  miteinander;  zu  einer  Geraden  g 
zeichnet  man  die  Schnittpunkte  {ag),  (xr/),  konstruiert  AG  und  XG  und  schneidet  diese 
entsprechenden  Strahlen  miteinander. 
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Aufgabe  72.  Die  Figur  zu  Aufgabe  55  stimmt  mit  Figur  62  nicht  völlig  überein, 
weil  p  nicht  durch  P  und  q  nicht  durch  Q  geht.  Ihrer  wesentlichen  Bedeutung  nach  aber 
entsprechen  einander  in  beiden  Figuren  P  und  A,  Q  und  X,  p  und  a,  q  und  x,  S  und  S^, 
die  Schnittkante  beider  Ebenen  und  die  Gerade  t^,  die  Schnittpunkte  von  *S'P  und  SQ 
mit  der  andern  Ebene  und  die  Punkte  S^'  und  S^"  der  Figur  62. 

Aufgabe  74.  Sätze.  Wenn  zwei  beliebige  Figuren,  in  welchen  einander  die 
Punkte  und  die  Geraden  entsprechen,  in  gleicher  oder  in  verschiedener  Ebene  so  liegen,  dass 

a)  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  durch  einen  Punkt  gehen,  —  so 
liegen  auch  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  auf  einer  Geraden  (der  Schnitt- 
kante beider  Ebenen); 

b)  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  auf  einer  Geraden  (der  Schnittkante 
beider  Ebenen)  liegen,  —  so  gehen  auch  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
durch  einen  Punkt. 

Aufgabe  75.  Für  ähnliche  Figuren  gibt  es  stets  einen  Aehnlichkeitspunkt,  um 
welchen  man  die  Figuren  so  drehen  kann,  dass  sie  in  perspektivische  Lage  kommen,  d.  h. 
in  solche  Lage,  dass  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  alle  durch  den  Aehn- 
lichkeitspunkt gehen,  und  dass  entsprechende  Geraden  parallel  sind,  also  einander  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  treffen.  (Kleyer-Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie,  VII.  Teil,  5. 
und  VlII.  Teil,  4.)  Ebenso  gibt  es  für  kongruente  Figuren  einen  „Situationspunkt", 
um  welchen  man  die  Figuren  so  drehen  kann,  dass  sie  zur  Deckung  gelangen.  (Kleyer- 
Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie,  III.  Teil,  C.  3.)  —  Liegt  der  Kollineations s c h e i t e  1 
im  Unendlichen,  so  heissen  die  Figuren  affin;  liegt  die  Kollineations achse  im  Unend- 
lichen, so  sind  die  Figuren  ähnlich;  liegen  Scheitel  und  Achse  im  Unendlichen,  so 
sind  die  Figuren  kongruent  —  und  zwar  jedesmal  in  perspektivischer  Lage,  woraus 
durch  irgend  eine  Ortsveränderung  die  schiefe  Lage  entsteht. 

Aufgabe  77.  Für  t^  S^  in  vereinigter  Lage  fallen  H.^  S^  zusammen ;  für  t^  od  wird 
i>i  =  i^j  OD ;  für  t^  00  wird  K^^^G^ca  und  I^  =  I\cx>;  für  S^  oo  und  S\  od  wird  H^^^G^co 
und  H^^  =  F^cx);  f^  \\  t^  macht  D^=-  E^=^  F^cß  =^  G^cc]  t.^\\  t^  macht  K^^=^Gc^a^  u.  s.  w. 

Aufgabe  79.  Bezeichne  die  Elementenpaare  als  Hn^\2^^\2  ^"^^  zeichne  daraus 
Figur  65;  oder  als  ^^12^12-^12  ^"^^  zeichne  Figur  66. 

Aufgabe  81,  Für  S^t^  in  vereinigter  Lage  fallen  h-^^t^  und  S^E^  zusammen;  für 
SqCo  werden  t^t^  ähnliche  Reihen,  ebenso*  wie  für  ^1  H  ^2»  wobei  H^^  unendlich  fern 
kommt;  also  h^  \\  h^  u.  s.  w. 

Aufgabe  83.  Bezeichne  die  Elementenpaare  als  Äi2'J2^i2  ^^^^  zeichne  daraus 
Figur  67;  oder  als  «12  «12  ^12  ^^^^  zeichne  Figur  68, 

Aufgabe  85.  Um  vereinigt  liegende  Eeihen  mit  einzigem  Doppelpunkt  zu 
konstruieren,  lege  man 

L  in  Figur  69  S^  und  S^  so,  dass  ihre  Verbindungsgerade  auf  t^^  durch  denselben 
Punkt  geht,  wie  t^.    Oder  man  lege 

2,  zwei  kongruente,  aber  nicht  zusammenfallende  Punktreihen  auf  t^^\  dann  ist 
nur  der  unendlich  ferne  Punkt  gemeinsamer  Doppelpunkt.  Reihen  ohne  Doppelpunkte 
können  erhalten  werden  als  Schnitt  einer  Geraden  mit  einem  Doppelbüschel  zweier  kon- 
gruenten, aber  nicht  zusammenfallenden  Büschel  (nach  Aufgabe  91). 

Aufgabe  86.  Sind  beide  Doppelpunkte  und  ein  anderes  Paar  gegeben,  so  nenne 
die  ersteren  H  und  7,  und  wähle  beliebig  f^  durch  /,  und  ein  beliebiges  <S\.  Dann  liefert 
Strahl  AyS^  den  Punkt  A^^  und  A^A^  trifft  S^H  in  .S^  Ist  ein  Doppelpunkt  gegeben 
und  zwei  andere  Paare  A^A^  und  B^B^,  so  nenne  entweder 

1.  ersteren  /,  lege  dadurch  beliebiges  t^  und  wähle  beliebiges  S^.  Dann  liefert 
A^S^  Punkt  Aq,  BiS\  Punkt  B^,  und  A^A^  trifft  B^B^  in  S^.     Oder  nenne 

2.  ersteren  H  und  wähle  beliebig  auf  einer  Geraden  durch  H  die  Scheitel  Si  und  S^. 
Dann  liefern  aS\A^  und  82^^  sowie  S^B^  und  S^B^  je  einen  Punkt  von  t^y. 
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Aufgabe  87.  Der  zweite  Doppelpunkt  entsteht  nach  Aufgabe  86  als  Schnittpunkt 
von  ti2  mit  der  Geraden  S^S^  bezw.  mit  f^.  Ist  nur  einer  vorhanden,  so  geht  S^S^ 
durch  /  bezw.  f^  durch  H. 

Aufgabe  88.  Man  denke  sich  in  Figur  60  und  61  jeden  Strahl  von  S^  und  S2 
mit  Pfeil  versehen  nach  dem  zugehörigen  Punkt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden,  und 
erhält  so  in  Figur  60  gleich-,  in  Figur  61  ungleichlaufeude  Pnnktreihen.  Doppelpunkte 
entstehen  durch  die  Parallelstrahlen  beider  Büschel,  nämlich  Djg  ^^^^  ^12  ^s  unendlich 
ferne  Punkte  der  Strahlen  d^^  und  t\o- 

Aufgabe  90.    ilan  lege 

1.  in  Figur  71  die  Elemente  t^t^S^  so,  dass  S^S^^  durch  den  Schnittpunkt  von  tyt.^^ 
hindurchgeht.     Oder 

2.  man  projiziere  von  einem  Scheitel  zwei  kongruente  gleichlaufende,  aber  nicht 
zusammenfallende  Punktreihen  auf  einen  gemeinsamen  Träger. 

Aufgabe  91.  Bei  zwei  kongruenten  gleichlaufenden,  aber  nicht  zusammenfallenden 
Strahlenbüscheln  mit  gemeinsamem  Scheitel  bleibt  der  Winkel  zweier  entsprechenden 
Strahlen  stets  derselbe,  wird  also  nie  Xull.  —  Die  Konstruktion  kann  entweder  durch 
jeweiliges  Antragen  dieses  gleichen  Winkels  geschehen,  oder  durch  Wahl  eines  Scheitels  auf 
der  Halbierungsgeraden  des  Nebenwinkels  zweier  Halbstrahlen,  welche  als  Träger  zweier 
kongruenten  Pnnktreihen  gelten,  deren  entsprechende  Punkte  die  Fusspunkte  der  Senk- 
rechten vom  Scheitel  sind. 

Aufgabe  92.  Sind  zwei  Doppelstrahlen  und  ein  anderes  Paar  gegeben,  so 
nenne  die  ersteren  h  und  /,  wähle  beliebig  5^  auf  /jg,  und  ein  beliebiges  f^  Dann  liefert 
Punkt  (rti^i)  den  Strahl  a^,  und  der  Schnittpunkt  a^a^  liefert  t^  als  Verbindung-sgerade 
mit  dem  Schnittpunkt  t.^h.  —  Ist  ein  Doppelstrahl  gegeben  und  zwei  andere  Strahlen- 
paai"e  a^a^  und  h^h.j,  so  nenne  entweder 

1.  ersteren  /^a,  wähle  darauf  beliebiges  S^  und  lege  beliebiges  t^.  Dann  liefert 
Schnittpunkt  a-^i-^  die  Gerade  «o,  Pimkt  h^t^  die  Gerade  h^,  und  die  Verbindungsgerade 
der  Punkte  «0^2  ^"^^  ^0^2  i^^  h-  —  ^^^^'  nenne 

2.  ersteren  /j,2,  lege  durch  beliebigen  Punkt  von  h  die  Geraden  t-^  und  ^2-  Dann 
liefern  a^^j  und  «2^2  sowie  h^t^  und  h^t.^  je  eine  Gerade  durch  iS^^- 

Aufgabe  93.  Der  zweite  Doppelstrahl  entsteht  nach  voriger  Aufgabe  92  als 
Verbindungsstrahl  von  .^12  mit  dem  Punkte  t^t.-^  bezw.  mit  S^^.  Ist  nur  einer  vorhanden, 
so  liegt  t{t^  auf  i  bezw.  S^^  auf  h. 

Aufgabe  95.    Man  lege  S^  in  Figur  73  in  denselben  Winkelraura  der  Geraden  t^  t^ 

mit  dem  Strahl  hy^. 

Aufgabe  97.  Um  in  den  Fällen  der  Aufgaben  86  und  92  sofort  zu  erkennen,  ob 
gleich-  oder  ungleichlaufende  Gebilde  vorliegen,  braucht  man  nur  zuzusehen,  ob  die  beiden 
nicht  zusammenfallenden  zugeordneten  Elemente  durch  die  Doppelelemente  nicht  getrennt 
oder  getrennt  sind. 

Aufgabe  100.     a)  Für  die  Strecke  wird: 

Ar-      "'"      -  5-60  _  ^^^     ru-      "«  3-6Q        00  - 

Ad  = ' =  — 3 —  =  07,5,    C-  B  = =  — - —  =  22.0  ; 

m-\-n  8  w  -j-  M  8 

JC.  =  ^!^  =  i^  =  150,    Bfo  =  i^  =  90 
m  —  n  2  2 

""'^  37,6  :  22,5  =  150  :  90  =  5  :  3. 

b)  Für  den  Winkel  wiid : 

.?m600  =  4-  V3";     cos 60  =  \^,  , 
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ctg{ap)  = 
ctg(pb)  = 
ctg(ap')  = 
ctgibp')  = 


m  cos  a  -|-  M 
m  sin  u 

m-\-n  cos  a 
n  sin  « 

m  cos  «  —  n 
m  sin  tt 

m  —  n  cos  tt 


5,5  ll\/3         ,„„„,„ 

--=r  =  —/^—  =  1,27017, 

2,5  V  3  1^ 


(ap)  =  38n3' 


6,5 


1,5]/ 3" 

—  0,5 

2,51/3" 

3,5 


13  V  3 


VW 

15 


=  2,50185,      0)6)  =  21047' 


=  -0,11547,  (ap')  —  960B5' 


7}/ 3 

9 


=  — ~-  =  1,34715,     (bp')  =  36035' 


nstna  1,5  >/ 3 

Oder  nach  der  andern  Ableitungs weise  mit  Sinusfunktionen: 


(ap)  +  (pb)  =  600; 


iap')+(2)'b)  —  60<^. 


Vm'^ -\-n^-{-2mn  cos «  =  ^^34  +  15  i 


=  l/49 
=  l/l9. 


7. 


sm  (ap)  = 


sin  (pb)  = 


sin(ap')  = 


Ym^ -\-n^-\-2mn  cos a 


'[/m^-j- n'^  -\-2mn  cos a 


■y/m^ -\-n^  —  2nin  cos u 


sin  (bp') 


5\/3 

2-7 

3  1/3" 

2-7 


5\/3 
2  .  1/19 

3v/3" 


Ym^-\-n^—2mncosa  2\/l9 


-^— ^  =  0,61859, 
(ajo)  =  38^  13', 

—J^  =  0,37115, 
(pb)  =  21047', 

(ap')  —  960  35', 

-^^  =  0,59604, 
(6^')  =  360  35', 


(a2P)  +  (^6)  =  600, 

sw  (ap)   5 

s»j  (6j5)  3  ' 


{ap')-^{,p'b)  =  600, 
s/w  {ap')  5 


SJW  {}>p') 


Aufgabe  102.  Das  vierte  Element  ist  dasselbe,  welches  in  Aufgabe  100  durch 
Eechnung  gefunden  wurde. 

Aufgabe  107.  Bei  getrennter  Lage  verfahre  man  nach  Figur  80,  bei  vereinigter 
Lage  lege  man  um  den  Mittelpunkt  einen  Kreis  und  trage  in  demselben  verschiedene 
Male  gleiche  Sehnen  an.    Die  Eadien  bilden  die  Büschel. 

Aufgabe  109.  Nachdem  die  Büschel  in  perspektivische  Lage  gebracht  sind,  liefert 
die  Mittelsenkrechte  auf  S^S^  den  Schnittpunkt  mit  dem  Träger  t  als  Kreismittelpunkt. 

Aufgabe  110.  Beide  Figuren  79  und  80  enthalten  die  Büschel  noch  nicht  in  per- 
spektivischer Lage.  Ist  solche  erzielt,  dann  sind  je  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel, 
also  entspricht  jedem  rechten  Winkel  des  einen  Büschels  ein  rechter  des  andern. 

Aufgabe  112.  Kongruente  und  ähnliche  Punktreihen  haben  den  unendlich  fernen 
Punkt  stets  entsprechend,  folglich  braucht's  zur  Festlegung  der  Verwandtschaft  bei  letz- 
teren nur  noch  zweier,  bei  ersteren  wegen  der  Gleichheit  der  Strecken  nur  eines  Elementen- 
paares. Ebenso  brauchen  ähnliche  Strahlenbüschel  (die  zugleich  kongruent  sind)  nur 
ein  Elementenpaar.  Während  aber  bei  zwei  Paaren  durch  die  Benennung  zugleich 
die  Durchlaufungsrichtung  bekannt  ist,  muss  diese  bei  einem  Paar  besonders  angegeben 
werden. 

Aufgabe  116.  Bei  kongruenten  bezw.  ähnlichen  Punktreihen  sind  die  unendlich 
fernen  Punkte  von  vornherein  als  entsprechend  bekannt.  Man  verfährt  also  entweder 
nach  der  allgemeinen  Lösung  115,  oder  man  bringt  die  unendlich  fernen  Punkte  zur 
Deckung,  d.  h.  die  Punktreihen  in  parallele  Lage, 

Aufgabe  117.  Zwei  beliebige  Strecken  können  stets  als  projektivisch  in  perspek- 
tivischer Lage  aufgefasst  werden,  und  zwar  zum  einen  oder  andern  der  beiden  Schnitt- 
punkte der  Verbindungsgeraden  ihrer  Endpunkte  als  Projektionsscheitel,  je  nach  Zuordnung 
ihrer  Durchlaufuugsrichtungen.' 
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Aufgabe  119.  Ausser  dem  allgemeinen  Verfahren  der  Aufgabe  118  steht  das  be- 
sondere zur  Verfügung,  dass  man  entsprechende  Strahlen  in  parallele  Lage  legt  durch 
Drehung  eines  Büschels  um  den  Winkel  irgend  zweier  entsprechenden  Strahlen:  dann 
wird  die  unendlich  ferne  Gerade  Perspektivitätsachse. 

Aufgabe  120.  Zwei  beliebige  Winkel  können  stets  als  projektivisch  in  perspek- 
tivischer Lage  aufgefasst  werden,  und  zwar  zur  einen  oder  andern  der  beiden  Verbin- 
dungsgeraden der  Schnittpunkte  ihrer  Schenkel  als  Perspektivitätsachse,  je  nach  Zuord- 
nung ihrer  Durchlaufungsrichtung. 

Aufgabe  122.  Man  bringe  die  Strahlen  ahc  des  Büschels  erst  als  a^h^c^  mit 
JiB^C^,  dann  als  a^h.-yC^  mit  A^B^C^  in  perspektivische  Lage  durch  Wiederholung  der 
Aufgabe  121,  2. 

Aufgabe  124.  Man  schneidet  beide  Büschel  dnrch  eine  Gerade,  erhält  von  zwei 
Punktreihen  die  Elementepaare  Ä^B^C-^  und  ^2^2^-2'  biingt  Strahl  S^  mit  ^0-62^2  oder 
Büschel  S^  mit  A^B^C^  in  perspektivische  Lage",  findet  so  die  etwaigen  Doppelpunkte 
von  ^i2>  ™d  durch  Verbindung  mit  S^.^  die  Doppelstrahlen. 

Aufgabe  126.  Da  die  Dreiecke  der  Art  S^_S^A,  S^S^'A',  S.2Si"A",  oder  S^S^B, 
S\S^Bi,  S^S^B"  alle  ähnlich  sind,  so  verhalten  sich  auch; 

imd  folglich  sind   die  Geraden  AB,  A'B',  A'B"  jedesmal  einander  parallel,   welche 
Lage  auch  S^  annehmen  mag. 

Aufgabe  129.     Satz  a)  Sind  t^t^t^  •  ■  ■  t^  w  perspektivisch  liegende  projektivische 

Punktreihen  mit  einzigem  gemeinsamem  Schnittpunkte,  so  liegen  die  — ^— 5 —  Projektions- 

Scheitel  zu  je  dreien  auf  einer  von ^ geraden  Linien. 

Satz  b.  Sind  S^S^S^  •••  S»  n  perspektivisch  liegende  projektivische  Strahlen- 
büschel mit  einzigem  gemeinsamem  Verbindungs strahl,  so  gehen  die    "   !  o        Perspek- 

tivitätsachsen  zu  je  dreien  durch  einen  von  — ^ ~ ^  Schnittpunkten. 

Aufgabe  131.  Satz  a.  Werden  die  n  Eckpunkte  eines  vollständigen  ?;-Ecks  ver- 
schoben auf  n  Geraden  eines  Punktes ,   und  drehen  sich  dabei  n  —  1  Seiten  eines  seiner 

einfachen  «-Ecke  um  n  —  1  feste  Punkte,  so  drehen  sich  auch  die  — y% — ~  übrigen 

Seiten  um  ebenso  viele  feste  Punkte,  welche  mit  den  vorigen  zu  je  dreien  auf  einer  von 
n  Geraden  liegen. 

Satz  b.  Werden  die  n  Seiten  eines  vollständigen  «-Seits  gedreht  um  n  Punkte 
einer  Geraden,  und  gleiten  dabei  n — 1  Ecken  eines  seiner  einfachen  ?i-Seite  auf  n  —  1 

festen  Geraden,  so  gleiten  auch  die  .  „  übrigen  Eckpunkte  auf  ebenso  vielen 

festen  Geraden,  welche  mit  den  vorigen  zu  je  dreien  durch  einen  von  n  Punkten  gehen. 

Aufgabe  134.  Das  Dreieck  dreier  entsprechenden  Punkte  B^  P^  P^  in  Figur  86  I 
ist  dem  Dreieck  t^t^t^  eingeschrieben  und  zugleich  dem  Dreieck  S^^S^^S^^  umgeschrieben; 
dessen  Seite  Pj  P^  geht  durch  S^^,  Seite  Pg  A  durch  S^^,  Seite  P3  P,  durch  S^^  —  Das 
Dreieck  dreier  entsprechenden  Strahlen  piJf^Ps  ^^  Figur  86  II  ist  dem  Dreieck  S^S^S^ 
umgeschrieben  und  zugleich  dem  Dreieck  ^2^23^3«  eingeschrieben,  denn  PiP.,  schneiden 
einander  auf  t^^,  JhPa  ^^^  ^2^i  u.  s.  w.  Also:  Für  zwei  Dreiecke  fitj-^  und  SiS^S^, 
deren  erstes  dem  zweiten  eingeschrieben  ist,  gibt  es  beliebig  viele  Dreiecke,  welche  dem 
ersten  ein-  und  dem  zweiten  umgeschrieben  sind;  denn  jeder  Punkt  eines  Trägers  t 
bildet  eines  mit  seinen  perspektivisch  zugeordneten  Pimkten  auf  t^f2,  und  ebenso  jeder 
Strahl  eines  Scheitels  .S'  mit  seinen  zugeordneten  Strahlen. 

Aufgabe  136.  Man  muss  den  Scheitel  S^  in  den  Punkt  (V3/4),  S^  in  den  Punkt 
(Uh)i  '^'3  in  {tit^),   S^  in  (f^ts)   legen,   oder  was   dasselbe  ist,   t^  durch  S^S^,  f.^  durch 
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S^S^,  /g  durch  SiS^,  t^  durch  S^^Sy  —  In  allgemeiner  Auffassung  hat  man  bei  Auf- 
einanderfolge im  Umlauf  AaBhCcDd  die  sechs  Möglichkeiten; 


Ac  \ca<^^'^^^ 


Aufgabe  139.  Man  nehme  ein  beliebiges  Tetraeder,  lasse  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  ausfallen,  und  erhält  durch  die  vier  übrigen  Kanten  das  windschiefe  Viereck.  — 
Oder  man  errichtet  in  den  vier  Eckpunkten  eines  Vierecks  Senkrechte  (oder  Schiefe) 
auf  seiner  Ebene  und  gibt  jeder  derselben  eine  bestimmte  Länge. 

Aufgabe  141.     In  Figur  88  und  89  ist: 


ferner:  j 


und 


n  =  4,  ^^  =  2  oder  3  bezw.  4;  also  n  —  (^^  —  2)  =  4  oder  3  bezw.  1; 
[n  {n  —  2,)  —  {p  —  l){p  —  2)]  =  2  oder  1  bezw.  0; 

—  [n  (w  —  1)  —  {2>  — 2  )  (i)  +  1)]  =  6  oder  4  bezw.  1 


Aufgabe  143.     a)  w  =  9,  i>  =  3,  q  =  4:  gibt  Elemente: 
«  —  (2;  —  2)  —  (g  —  2)  --=  9  —  1  —  2  =  6; 

i.  [n  {n  _  3)  -  (^  -  1)  {p  -2)~{q-l)iq-  2)]  =  1  [54  -  2  -  6]  =  23 ; 

-g-  [n  (n  —  1)  -  (p  —  2)  (2)  +  1)  —  (2  —  2)  (?  +  1)]  =  -^  [72  -  4  -  10]  =  29  und  6  -f  23  =  29; 

b)  n  =  6,  i^  =  3,  X  =  4  gibt: 

n  —  x(p  —  2)  =  6  —  4:  =  2, 

l.[n(n~S)-x(p-l)(p-2)]=:^[\8-A.2.1]  =  b, 
^  [n  {n  ~l)-.x(p  —  2)  (p  +  1)]  =  y  (30  —  4- 1.4)  --^  7;  und  2  +  5  =  7. 

Aufgabe  145.     Fünfeck:  Diagonalen 

2  +  2  +  1  =  5:    5  +  5  =  10  =  ^^;  n  =  10,  ar  =  5,  p  =  4  gibt: 

1  90 50 

-^[10-9  —  5-2-5J  —  5  =  -^^ — 5  =  15  Nebenecken. 

Sechseck:  Diagonalen 

3  +  3  +  2  +  1=9;     6  +  9  =  15  =  -|^;  n  =  15,  x  =  6,  p  =  6  gibt: 

—  [15  •  14  -  6  ■  3  ■  6]  —  6  =  105  —  54  —  6  =  45  Nebenecken. 

A    £     1.     -tA»       n{7i  —  l)(n  —  2)                    .      p  (p  —  l)(p  —2)  .  i         ,    • 

Aufgabe  147.    — ^ — r^^ ,   wovon  je  -^ — - — r-^-^ verloren   gehen  bei 

vereinigter  Lage  von  p  Elementen. 

Aufgabe  149.  Man  ziehe  durch  den  einzelnen  Punkt  und  die  beiden  andern  die 
durchs  Unendliche  gehenden  Strecken  ihrer  Verbindungsgeraden. 

Aufgabe  151.  AB  CD  ein  Viereck,  ebenso  Aussenraum  AE  mit  Aussenraum  CF, 
und  ebenso  Aussenraum  EBF  mit  Scheitelwinkelraum  i);  ferner  Dreiecke  ABB,  BCF, 
sowie  Aussenraum  AD  mit  Scheitelwinkelraum  /'",  und  Aussenraum  CD  mit  Scheitel- 
winkelraum E  —  also  drei  Vierecke  und  vier  Dreiecke. 


Ergebnisse  der  ungelösten  Aufgaben. 
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Aufgabe  153.     Zwei  Elemente  24  mal,  drei  6  mal,  vier  2  mal,  fünf  1  mal. 

Aufgabe  154.     1.   5  Hauptelemente:   sodann  beim  Fünfeck   10  Seiten,   auf  deren 

10'3 
jeder  2  Hauptecken  und  3  Nebenecken,  zusammen  — ^ — =  15  Nebenecken;  —  in  Fig.  43 

aber   10  Eckpunkte,    durch   deren  jeden  2  Hauptseiten  und  3  Nebenseiten,   zusammen 

10-3 

— p —  =  lo  Nebenseiten. 

2.  Figur  44  und   45   nach  folgender  Anordnung  in  grossen  bezw.  kleineu  Bach- 
staben: 
I.  ABCDEA      VII.  ACBDEA  XL  ADBCEA 

(ADBECA  —  X) 
XII.  ADOBE A 

(ADCEBA  =  V) 


IL  ABCEDA 
IIL  ABDCEA 
IV.  ABDECA 

V.  ABECDA 
VL  ABEDCA 


VIL  ACBDEA 

VIIL  ACBEDA 

IX.  ACDBEA 

(ACDEBA  =  VI) 
X.  ACEBDA 

(ACEDBA  =  IV) 


;  (AEBCDA  =  XII) 

I  (AEBDCA  =  IX) 

j  {AECBDA  =zXL) 

i  (AECDBA  =  ni) 

(ADEBCA  —  VIII)  I  (AEDBCA  =  VII) 

(ADECBA  =  II)   i  (AEDCBA  =  I) 


3.  In  Figur  44  gleichartig:  l-I,  5  (V,  IX,  IV,  II,  XI),  5  (VII,  III,  XII,  VI,  X) 
1  •  VIII  zusammen  1  +  5  +  5  —  1  =  12. 

Aufgabe  156.  a)  Von  den  p  Geraden  ergeben  die  beiden  als  Seiten  geltenden  je 
p  —  2,  die  p  —  2  andern  je  p  —  3  Schnittpunkte  (als  Nebenecken  des  einfachen  ^^-Seits), 
welche  in  den  einen  Sclmittpunkt  fallen;  also  verschwinden: 

2.(p  _  2)  +  (p  -  2)  (p  -3)  =  (p-2)  (p  -  1)  Punkte, 
und  bleiben: 

i.[„(„_3)-0.-2)(i. -1)]. 

b)  Auf  jeder  der  « — p  Geraden  ausserhalb  des  Punktes  liegen  je  «—3  Neben- 
ecken; auf  jeder  der  p  Geraden  durch  den  Punkt  nur  noch  n — p  mit  Ausnahme  der 
zwei  Ecken  auf  den  als  Seiten  geltenden  Strahlen,  also: 

(n  -p)  {n  -  8)  -\-p  (n  -p)-2=.u  {n  -  3)  -  (^  -  1)  {p  -  2), 
was  noch  zu  halbieren  ist. 


Aufgabe  158.  1  a)  Sind  HER  in  Fig.  64 
die  drei  Punkte  der  Geraden,  und  o^a.^  die 
Geraden  B^C^  und  B.2C.2  durch  11:  h^b.^ 
die  zwei  Geraden  ^iCj  und  Ä^C^  durch  ^; 
rjCg  die  Geraden  .li^,  und  J  2 -'52  durch  Ä",, 
so  sind  Paare  perspektivischer  Dreiecke  von 
den  in  Aufgabe  73,  Satz  b  bewiesenen  Eigen- 
schaften : 

1)  a^h^c^  i\  a^h^c^,     2)  a^h^c^  /\  u.^h^c^, 
3)  a^\c^  X  a2^i<"s5     4)  a^h^c^  7\  a^h^c^. 
Aus  diesen  Dreiecken  setzen   sich   aber  die 
im  Satze  genannten  Vierseite  zusammen. 

2a)  Sind  ABCDEF  in  Fig.  96  (S.  182) 
die  Ecken  des  Sechsecks,  von  welchen  Ä  CE 
auf  ^1,  BDF  auf  t,^  liegen,  imd  Q  der 
Schnittpunkt  /,^^,  so  erhält  man  durch  Pro- 
jektion der  Punkte  AECQ  aus  D  und  /'  die 
Strahlen  2)  J,  DE,  DC,  DQ  perspektivisch 
FA.  FE,  FC,  FQ.  Die  ersteren  projizieren 
sich  auf  .4  B  als  A  E^  C^  B,  die  letzteren  auf 
CB  als  A.,E.^CB,  also  ist  auch: 

AECQ  ,\  ÄE.C^B 
und 

AECQy<A^E,CB. 


Aufgabe  159.  1  b)  Sind  S^^A^A^,  S^B,  B,, 
S^CyC.^  in  Figur  64  die  drei  Strahlen  des 
Punktes,  und  .41^2.  B^B^,  C^C,  die  Punkte 
auf  diesen  Strahlen,  so  sind  Paare  perspek- 
tivischer Dreiecke  von  den  in  Aufgabe  "3, 
Satz  a  bewiesenen  Eigenschaften: 

1)  A,B,C,Y(A^B,C\, 

2)  A,B,C,~/^A,B,C„ 

3)  A^B,C^  A  A,B,Ci, 

4)  A.B.C.'KAB.a. 

Ans  diesen  Dreiecken  setzen  sich  aber  die 
im  Satze  genannten  Vierecke  zusammen. 

2  b)  Smd  ab  cd ef  in  Fig.  97  (S.  182)  die 
Seiten  des  Sechsseits,  von  welchen  ace  durch 
6'j,  bdf  durch  .S".,  gehen,  und  q  die  Verbin- 
dungsgerade Si  S.^,  so  erhält  man  durch  Schnitt 
der  Strahlen  aecq  mit  d  und  f  die  Punkte: 
(da),  (de),  (de),  (dq)  Ä  ifa),  (fe),  (fc),  (fq). 

Erstere  projizieren  sich  aus(rti)  als  o<, f,Ä, 
letztere  aus  (cb)  als  a^e^cb,  also  ist  auch: 

aecq  7C  <»e,c, 6 
und  _ 

aecq  ~/\  a^e^cb. 
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Da  in  beiden  Pnnktgruppen  der  Punkt  B  ge- 
meinsam entsprechend  ist,  so  folgt: 

AE,C,B  ^  J^E^CB. 
Daher  müssen  AA^,  E^E^,  CC^  durch  einen 
Punkt  gehen.  Nun  ist  aber  AA^  identisch 
AF,  CCi  identisch  CD;  E^  ist  Schnittpunkt 
von  AB  und  DE,  E^  Schnittpunkt  von  EF 
und  CB.  Also  geht  die  Verbindungsgerade 
der  letzten  beiden  Schnittpunkte  durch  den 
Schnittpunkt  von  A  F  und  CD ,  d.  h.  die 
Schnittpunkte  der  Seitenpaare  AB  und  DE, 
BC  und  EF;  CD  und  FA  liegen  auf 
einer  Geraden. 


Da  in  beiden  Strahlengruppen  der  Strahl  b 
gemeinsam  entsprechend  ist,  so  folgt: 

also  müssen  die  Schnittpunkte  (aa^)  (e^e^) 
(cc^)  auf  einer  Geraden  liegen.  Nun  ist 
aber  (aa^)  identisch  (af),  (cc^)  identisch 
(cd);  e^  ist  Verbindungsgerade  der  Schnitt- 
punkte {ah)  und  {de),  e^  Verbindungsgerade 
der  Schnittpunkte  {ef)  und  {ch).  Also  liegt 
der  Schnittpunkt  der  letzten  beiden  Ver- 
bindungsgeraden auf  der  Verbindungsgeraden 
der  Punkte  {af)  und  {cd),  d.h.  die  Ver- 
bindungsgeraden der  Eckpunkte  {ab)  und 
{de),  {bc)  und  {ef),  {cd)  und  {fa)  gehen 
durch  einen  Punkt. 


Figur  97. 


Figur  96. 


I  /    / 
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Die  Nautik 

in  elementarer  Behandlung, 

Einführung  in  die  Sehiffahrtkunde. 


Zur  Förderung  des  Verständnisses  der  SchiMrt  In  weiteren  Kreisen, 
sowie  zum  Unterricht  an  Lehranstalten. 


Mit  vollständig  gelösten  Beispielen  und  analogen 

ungelösten  Aufgaben  aus  der  Nautik, 

nebst  zahlreichen  Figuren. 

Bearbeitet  von 

Dr.  F.  Bolte. 

Oberlehrer  an  der  Navigationschule  in  Hambuig. 
Preis:  broschiert  ca.  ..*:  5. — .    (Unter  der  Presse.) 

Dieses  Buch  verfolgt  im  wesentlichen  einen  doppelten  Zweck: 
Durch  die  rapide  Entwickelung  unserer  Handelsmarine  und  den  dadurch 
bedingten  Zudrang  seelustiger  junger  Leute  aus  allen  Teilen 
Deutsehlands  ist  das  Interesse  der  deutschen  Nation  an  der  Schiffahrt  in 
den  letzten  Decennien  bedeutend  gestiegen.  Auch  die  Kriegrsmapine  hat 
in  den  letzten  Jahren  durch  die  zahlreichen  Einstellungen  von 
Mannschaften  und  Offiziersaspiranten  aus  dem  Binnenlande  dieses 
Interesse  erheblich  gesteigert, und  wenn  die  Entwickelung  der  jetzt 
im  Vordergrunde  stehenden  Flottenfrage  zur  Bethätigung  des  Kaiser- 
wortes führt,  dass  unsere  Zukunft  auf  dem  Wasser  liegt,  so  wird 
der  ungeheure  Bedarf  an  tüchtigen  Seeleuten  und  gut  vorgebildeten 
Seeoffizieren  die  Fäden  der  persönlichen  Beziehungen  zur  Marine 
noch  viel  dichter  ziehen.  Dem  hiernach  begreiflichen  Wunsche 
nach  Belehrung  über  die  wesentlichen  Ziele  und  Methoden  der 
Schiffsführung  in  elementar-mathematischer  Behandlung  soll  das 
vorstehende  Buch  entgegenkommen  und  insbesondere  nicht  nur  dem 
gebildeten  Laien  zu  einem  Urteil  hierüber  verhelfen,  sondern  auch  ganz  be- 
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sonders  dem  angehenden  Seemann  vor  Eintritt  in  die  Carriere  ein 
Mittel  an  die  Hand  geben,  die  Gesetze  der  Navigierung  verstehen 
zu  lernen,  ohne,  wie  bei  den  grösseren  für  Schiffsoffiziere  bear- 
beiteten Handbüchern  der  Navigation  üblich,  die  Kenntnis  der 
täglichen  Verhältnisse  an  Bord  und  der  seemännischen  Kunstaus- 
drücke vorauszusetzen. 

Andererseits  schien  eine  Bearbeitung  der  Nautik  auf  ganz  elementarer, 
dem  Laien  verständlicher  Grundlage  mit  Rücksicht  auf  das  beim  mathema- 
tisch-physikalischen Unterricht  an  unseren  höheren  Lehranstalten  allgemein 
empfundene  Bedürfnis,  in  den  Aufgaben  »den  Anwendungen  auf  die  Verhält- 
nisse des  wirklichen  Lebens  und  der  thatsächlichen  Naturvorgänge  eine  weit 
grössere  Berücksichtigung  einzuräumen«  (Jahresversammlung  des  Vereins 
zur  Förderung  des  Unterrichts  in  der  Mathematik  und  in  den  Naturwissen- 
schaften zu  Wiesbaden  1894)  dringend  geboten.  Mit  Erfolg  hat  in  diesem 
Sinne  Professor  Dr.  Richter  (Wandsbeck)  in  seinen  »Trigonometrischen  Auf- 
gaben« 1898  darauf  hingewiesen,  und  durch  Beispiel  erhärtet,  dass  ein  sehr 
günstiges  Feld  für  die  Heranziehung  geeigneter  Aufgaben  gerade  die  Nautik 
bietet,-  und  auf  der  Jahresversammlung  zu  Hannover  1899  in  eingehender 
Weise  in  seinem  Vortrage  >Die  Berücksichtigung  der  Nautik  im  trigo- 
nometrischen Unterrichte«  diesen  Standpunkt  näher  begründet.  Die  Er- 
kenntnis von  der  vorzüglichen  Verwertbarkeit  der  Nautik  im  Dienste  der 
mathematisch-physikalischen  Aufgabenstellung  ist  inzwischen  so  allgemein 
geworden,  dass  unter  die  Vorlesungen  des  mathematisch-naturwissenschaft- 
lichen Ferienkurses  in  Berlin  vom  4.  bis  14.  Oktober  1899  bereits  ein  Vor- 
trag von  dem  Direktor  des  Dorotheen-Realgymnasiums  zu  Berlin,  Professor 
Dr.  Schwalbe,  aufgenommen  ist  »Ueber  die  Berücksichtigung  der  Nautik  im 
Schulunterricht.«  In  den  in  den  »Unterrichtsblättern«  Jahrgang  V,  Nro.  5 
und  Jahrgang  VI,  Nro.  1  erschienenen  Arbeiten  wird  im  speciellen  auf  die 
zahlreichen  Anwendungen  hingewiesen,  welche  die  Nautik  dem  Lehrer  der 
Mathematik  auf  einem  Gebiete  bietet,  welches  das  volle  Interesse  unserer 
Jugend  in  Anspruch  nimmt.  Mit  Recht  schreibt  Professor  Dr.  Schwalbe: 
»Wenn  einzelne  Teile  der  Nautik  direkt  angewandte  Mathematik  sind,  so  ist 
dies  in  fast  ebenso  hohem  Grade  bezüghch  der  Physik  der  Fall.« 

Ein  grosser  Mangel  bei  der  Realisierung  des  im  vorstehenden  gekenn- 
zeichneten Wunsches  wurde  aber  bisher  darin  gefunden,  dass  es  an  einem 
Buche  fehlte,  welches,  ohne  Vertrautheit  mit  seemännischen  Ausdrücken  und 
mit  den  Elementen  der  seemännischen  Beobachtungen  vorauszusetzen,  dem 
Lehrer  die  direkte  Nutzbarmachung  des  nautischen  Gebietes  ermöglicht.  Es 
ist  daher  mit  Bestimmtheit  zu  erwarten,  dass  die  ohne  gewisse  Voraus- 
setzungen an  das  Können  berechnete  Darstellungsart  des  Buches  dazu  bei- 
tragen wird,  die  Nautik  und  ihre  Probleme  immer  mehr  dem  mathematisch- 
physikalischen Unterricht  an  unseren  höheren  Schulen  nutzbar  zu  machen. 
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Von  Kleyers  EncyJclopädie  der  gesamten  mathematischen,  technischen  u. 
exakten  yatiir- Wissenschaften  sind  nachstehende  Bände  vollständig  erschienen: 

Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten.  Erstes  Buch:  Das  Rechnen  mit  unbenannten  granzen 
Zahlen.  Mit  71  Erklänmgen  und  einer  Sammlung  von  657  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben. 
Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  A.  Frömter.  Preis :  M.  3.  — . 

do.  do.  Zweites    Buch:    Das  Rechnen   mit   benannten  Zahlen.    Mit  30  Erkläi-ungen 

und  einer  Sammlung  von  518  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Nebst  Resultaten  der  un- 
gelösten Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Frömter  und  Neubüser.    Preis:  M.  3.  — . 

do.  do.  DrittesBuch:    Das  Rechnen  mit  unbenannten  grebrochenen  Zahlen.    (Die 

gremeinen  Brüche  und  die  Dezimalbrüche.)  Mit  260  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  309  ge- 
lösten und  ungelösten  Aufgaben,  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  J.  G.  Maier.    Preis :  M.  3.  — . 

Lehrbuch  des  bürgerlichen  und  kaufmännischen  Rechnens.  Erster  Teil:  Die  Schluss- 
und  Kettenrechnung'  (die  einfache  und  zusammengesetzte  Segeldetri  und  der  Reesische 
Satz)  nebst  Anwendungen.  Mit  lüö  Fragen,  325  Erklärungen,  6.3  Anmerkungen,  125Ö  Aufgaben, 
18  Figuren,  den  Ergebnissen  der  nicht  gelösten  Aufgaben  und  einer  Münz-,  Mass-  und  Gew^ichts- 
tabelle.  Zum  Selbststudium .  Nachschlagen,  sowie  zum  Schulgebrauch  bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  Or.  Richard  Olbricht.    Preis:  M.  4.50. 

do.  do.  Zweiter  Teil:   Die  Prozent-  und  Zinsrechnung  nebst  ihren  An'wendungen, 

mit  Einschluss  der  Diskontrechnung',  der  Terminrechnimg',  der  Kalkulationen  und  Konto- 
korrente. Mit  1K.I  Fragen,  444  Erklärungen,  27  Anmerkungen,  1520  Aufgaben,  zahlreichen  schema- 
tischen Fiamren,  einem  Formelverzeichnis,  einer  Fristen-  und  Zinsenherechnungstabelle.  sowie  den  Ergeb- 
nissen der  nicht  gelösten  Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  R.  Olbricht.    Preis:  M.  ö.— . 

do.  do.  Dritter  Teil:    Die  Gold-.   Silber-.   Münz-.  Effekten-  und  Wechselrechnung,  sowie  die 

Gesellschafts-  und  Mischungsrechnung.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  R.  Olbricht.  —  Befindet 
sich  tmter  der  Presse   — 

Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten  mit  Buchstabengrössen  (Elemente  der  Buchstaben- 
rechnimg),  der  Verhältnisse  und  Proportionen  mit  einer  Sammlung  von  478  gelösten  und 
analogen  ungelösten  Aufgaben  und  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Hans  Staudacher.  Prof.  an  der  kgl.  Industrieschule  zu  Nürnberg.      Erster  Teil.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:   Elemente  der  Zahlenlehre,  Dezimal- tind  Kettenbrüche  und 

Rechnung  mit  unvollständigen  Zahlen.  Mit  einer  Sammlung  v.  277  gelöst,  u.  analogen  ungelöst. 
Aufg.,  nebst  d.  Resultaten  d.  letzteren.    Bearb.  n.  System  Kleyer  v.  Prof.  Hans  Staudacher.  Preis:  M.  5.  — . 

Lehrbuch  der  Potenzen  und  Wurzeln  nebst  einer  Sammlung  von  32^  gelösten  und  ungelösteij 
analogen  Beispielen.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Logarithmen  nebst  einer  Sammlving  von  1996  gelösten  und  ungelösten  analogen  Beispielen. 
Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  4.  — . 

Fünfstellige  korrekte  Logarithmentafeln  nebst  einer  trigonometrischen  Tafel  und  einer  Anzahl  von 
anderen  Tabellen.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  gebunden  M.  2.50. 

Lehrbuch  der  arithmetischen  und  geometrischen  Progressionen,  der  zusammengesetzten-, 
harmonischen-,  Ketten-  und  TeUbruchreihen  nebst  einer  Sammlung  von  über  400  gelösten  und 
ungelösten  analogen  Aufgaben.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  4.  — . 

Lehrbuch  der  Zinseszins-  und  Rentenrechnung  nebst  einer  Sammlung  von  525  gelösten  und  un- 
gelösten analogen  Aufgaben  aus  allen  Zweigen  des  Berufslebens,    Von  Ad.  Kleyer.  Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  I.Grades  mit  einer  Unbekannten.  Sammlung  von  2381  Zahlen-, 
Buchstaben-  und  Textanfgaben,  grösstenteils  in  vollständig  gelöster  Form ,  erläutert  durch  230  Erklä- 
rungei!  und  26  in  den  Text  gedruckte  Figui-en.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  mehreren  Unbekannten.  Sammlung  von 
905  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grossent^ils  in  vollständig  gelöster  Form,  erläutert  durch 
403  Erklärungen  und  Anmerkungen.  Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aiffgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Otto  Prange.    Preis:  M.  7.— 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  2.  Grades  mit  einer  Unbekannten.  (Quadrat.  Gleichungeu.) 
Sammlung  von  ItwC»  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grossenteils  in  vollständig  gelöster  Form 
erläutert- durch  672  Erklärungen  und  53  Figuren.  Nebst  Resultaten  der  angelösten  Aufgaben.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  Aug.  Blind.    Preis:  M.  10.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  2.  Grades  (Quadratische  Gleichungen)  mit  zwei  und  meh- 
reren Lnbekannten.  .Sammlung  v.n  Stjl  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben  grossenteils  in  voll- 
ständig gelöster  Form.  Mit  185  Erklärungen  und  8  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Für  das  Selbst- 
studium und  zum  Gebrauche  an  Lehranstalten  bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Conrad  Metger 
Preis:   M.  4.  -. 

Lehrbuch  der  Gleichungen  3.  und  4.  Grades,  nebst  der  trigonometrischen  Auflösung  der  Glei- 
chungen 2.  Grades.  Sammlung  von  25:3  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grossenteils  in  vollständig 
gelöster  Form.  Mit  2.il  Krkläningen  und  10  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Prof.  Conrad  Metger.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  unbestimmten  Gleichungen  des  1.  Grades.  (Diophantische  Gleichungen.) 
Sammlung  von  374  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textanfgaben  in  vollständig  gelöster  Form  und  zahl- 
reichen Erklänmgen  und  Erläuterungen.  Nebst  den  Abhandlungen  des  Bachez  de  M6ziriac,  im 
französischen  Onginale  mit  beigefugter  deutscher  Uebersetzung.    Von  W.  Fr.  Schüler.    Preis:  M.  4.50. 

Geschichte  der  Geometrie  fUr  Freunde  der  Mathematik  gemeinverständlich  dargestellt  von  Richard 
Klimpert.    Mit  100  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Preis:  M.  3.—. 

Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Planimetrie).  Erster  Teil:  Die  gerade  Linie, 
der  Strahl,  die  Strecke,  die  Ebene  und  die  E^eislinle  im  allgemeinen.  Kebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.  Mit  234  Erklärungen  und  109  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Von  Ad.  Kleyer. 
Preis  :  M.  1.  80. 

"O.  do.  Zweiter   Teil:    Der  'Winkel  und  die  parallelen  Linien.     Kebst  einer  Samm- 

lung gelöster  Aufgaben.  Mit  201  Erklärungen  und  113  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Von  Dr.  J.  Sachs. 
Preis:   M.  2.20. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Planimetrie).  Dritter  Teil:  Die  geometri- 
schen Gebilde  und  ilire  Lagen- Veränderungen.  Die  einfachen  Vielecke.  Nebst  einer  Samm- 
lung gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  737  Er- 
klärungen und  343  Figuren.    Von  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  6.  — . 

do.  do.  Vierter  Teil:   Die  Lehre  vom  Kreis.    Die  geometrischen  Oerter  vmd  die 

naerk-würdigen  Punkte  des  Dreiecks.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben, 
mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  529  Erklärungen  und  230  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  6.—. 

do.  do.  Fünfter  Teil:  Die  Flächen  der  geradlinigen  Pigruren.    Nebst  einer  Sammlung 

gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  346  Erklärungen 
und  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  4.—. 

do.  do.  Sechster  Teil:  Proportionalität  der  Strecken.   Nebst  einer  Sammlung  gelöster 

und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  378  Erklärungen  und  90  in 
den  Text  gedruckten  Figuren.     Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs     Preis:  M.  4.  — . 

do.  do.  Siebenter  Teil:    Die  Aehnlichkeit  der  geradlinigen  Figuren.     Nebst  einer 

Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit 
394  Erklärungen  und  76  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  4.  — . 

do.  do.  Achter  Teil.    Die  Anwendung  der  Aehnlichkeit  auf  die  Lehre  vom  Kreis. 

Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben. 

Mit  505  Erklärungen  und  135  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  5.—. 
Tabelle  der  Elemente  der  regelmässigen  Vielecke.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  —.50. 

Lehrbuch  der  projektivischen  (neueren)  Geometrie  (Synthetische  Geometrie,  Geometrie  der 
Lage).  Erster  Teil:  Elemente  und  Grundgebilde.  Projektiv! tat.  Dualität.  Nebst  einer 
Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  letzteren.  Mit  361  Erkläi-ungen 
und  97  Figuren.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis :  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:      Harmonische    Gebilde.      Entstehung    der    Kegelschnitte. 

Sätze  von  Paskai  und  Brianchon.    Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    JP^"  Unter  der  Presse.  "^^BC 

do.  do.  Dritter  Teil:    Polarität  und  Mittelpunktseigenschaften  der^ Kurven.    In- 

volution  und  Brennpunktseigenschaften  der  Kurven.  Von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.  HJi^  Unter  der 
Presse.   "^WE 

Lehrbuch  der  planimetrischen  Konstruktionsaufgaben  gelöst  durch  geometrische  Analysis. 
Erster  Teil;  Aufgaben,  gelöst  ohne  Anw^endung  der  Proportionenlehre.  Mit  1952  gelösten 
und  ungelösten  Aufgaben,  178  Anmerk.,  207  Erkl.  und  214  Figuren.    Von  E.  R.  Müller.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Aufgaben  gelöst  mit  Anwendung  der  Proportionenlehre. 

Mit  1327  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  126  Anmerkungen,  100  Erklärungen  und  174  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.    Von  E.  R.  Müller.    Preis :  M.  4.  — . 

do.  do.  Dritter   Teil:     Verwandlungs-   und   Teilungsaufgaben,   sowie   Aufgaben 

über  ein-  und  umbeschriebene  Figuren.  Mit  510  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  40  Anmer- 
kungen, 72  Erklärungen  und  54  Figuren.    Von  Prof.  E.  R.  Müller   Preis :  M.  2.  — . 

Das  apollonische  BerUhrungsproblem  und  verwandte  Aufgaben.  Sammiimg  von  163  ge- 
lösten und  ungelösten  Aufgaben  und  200  Figuren.  Zur  Ergänzung  des  Schulunterrichts  und  zum  Selbst- 
studium. Nach  System  Kleyer  durchaus  neu  bearb.  Zweite  Aufl.  Von  Prof.  Heinr.  Cranz.  Preis:  M.  6.— . 

Lehrbuch  des  Projektionszeichnens  (darstellende  Geometrie).  Erster  Teil:  Die  recht- 
winklige Projektion  auf  eine  und  mehrere  Projektionsebenen.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.    Mit  271  Erklärungen  und  226  Figuren.    Von  J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3.  50. 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Ueber  die  rechtwinklige  Projektion  ebenflächiger  Körper. 

Mit  130  Erklärungen  und  99  Figuren.    Von  J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3.  50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Erste  Hälfte:   Schiefe  Parallelprojektion,  Centralprpjektion 

einschliesslich  der  Elemente  der  projektiven  Geometrie.  Mit  195  Erklärungen  und  169  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.    Von  J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3.  50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Zweite  Hälfte:   CentralcoUineation  ebener  tmd  räumlicher 

Systeme,  Kegelschnitte,  rechtwinklige  und  schiefwinklige  Axonometrie.  Mit  218  Erklärungen 
und  210  in  den  Text  gedrackten  Figuren.    Von  J.  Vonderlinn.  Preis:  M.  5.—. 

do.  do.  Vierter  Teil:    Krumme  Linien   (ebene  und  räumliche  Kurven).    Krumme 

Oberflächen.  Schatten-  und  Beleuchtungslehre.  Von  J.  Vonderlinn  SD«^"  Befindet  sich  unter 
der  Presse.  '^■(Jl 

Lehrbuch  der  Analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Erster  Teil:  Anaijrtische  Geometrie 
des  Punktes  und  der  Geraden.  Mit  einer  Sammlung  von  100  Aufgaben,  206  gelösten  üebungsauf- 
gaben  und  92  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Heinr.  Cranz. 
Preis:  M.  6.—.) 

do.  do.  Zweiter  Teil:   Analytische  Geometrie  der  einzelnen  Linien  zw^eiten  Gra- 

des. Mit  einer  Sammlung  von  116  Aufgaben,  286  gelösten  Uebungsaufgaben  und  200  in  den  Text  ge- 
drackten Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  H.  Cranz.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Goniometrie  (Winkelmessungslehre)  mit  307  Erkl.  und  52  in  den  Text  gedrackten 
Figuren  nebst  einer  Sammlung  v.  513  gelöst,  u.  ungelöst,  analogen  Aufgaben.  Von  Ad.  Kleyer.  Preis :  M.  7.—. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.  Eine  Sammlung  von  1049  gelösten,  oder  mit  Andeutungen  ver- 
sehenen, trigonometrischen  Aufgaben  und  178  ungelösten,  oder  mit  Andeutungen  versehenen  trigonometrischen 
Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik.  Mit  797  Erkl.,  563  in  den  Text  gedrackten  Fig.  u.  65  Anmerk  , 
nebst  einem  ausführlich.  Formelverzeichnis  von  über  500  Formeln.  Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  18.—. 

Lehrbuch  der  sphärischen  Trigonometrie.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Mit  236  Er- 
klärungen und  56  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Dr.  W.  Läska.    Preis :  M.  4.  50. 
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Lehrbuch  der  Ausgleichsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  iiit  52  ge- 
lösten und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben,  29  Erkl.  und 
17  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearb.  nach  System  Kleyer  von  Dr.  K.  J.  Bobek.    Preis:  M.  5.—. 

Lehrbuch  der  Vermessungskunde  (Geodäsie).  Mit  einer  Sammlung  von  153  gelösten  Aufgaben 
und  angewandten  Beispielen,  zahlreichen  Erklärungen  und  481  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Unter 
Berücksichtigung  des  Selbstunterrichts  für  Geometer-Eleven,  Studierende  des  J3au-,  Berg-  und  Ingenieur- 
Fachs,  sowie  zum  praktischen  Gebrauch  für  Feldmesser,  Kolturtechniker ,  Katasterbeamte  etc.  Von 
Dr.  W.  Läska.    Preis :  M.  10.  — . 

Lehrbuch  der  räumlichen  Elementar-Geometrie  (Stereometrie).  Erster  Teil:  Die  Lage 
von  geraden  Linien  vind  Ebenen  im  Raum.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Auf- 
gaben, mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  573  Erklärungen  und  174  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Seipp.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Körperberechnungen.  Erstes  Buch.  Mit  vielen  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben,  nebst  1S4  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Zweite  Auflage.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  4.  —  . 

do.  do.  Zweites  Buch.    Eine  Sammlung  von   772  vollständig  gelösten  und  ungelösten  ana- 

logen Aufgaben,  nebst  742  Erkl.  und  256  in  den  Text  gedruckt.  Figuren.   Von  Ad.  Kleyer.  Preis:    M.  9.  — . 

Lehrbuch  der  Determinanten  und  deren  Anwendungen.  Erster  Teil.  Mit  einer  Sammlung 
von  46Ü  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben ,  mit  den  Ergebnissen  der  letzteren ,  nebst  226  Erklärungen. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  G.  Weichold.    Preis:  M.  10.  — . 

Lehrbuch  des  Rechnens  mit  imaginären  und  komplexen  Zahlen.  Mit  221  Erklärungen  und 
38  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Mit  einer  Sammlung  von  269  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben  und  einem  Formelverzeichnis.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Richard  Krüger.    Preis:  M.  5.  — . 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Erster  Teil:  Die  einfache  rmd  wiederholte  Differen- 
tiation explizieter  Funktionen  von  einer  unabhängigen  Variablen.  Ohne  Anwendung 
der  Grenzen-  und  der  Nullen-Theorie  und  ohne  Vernachlässigung  von  Grössen.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.    Zweite  Auflage.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis :  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:     Die   vollständige  Differentiation   ent^wickelter    und   nicht 

entwickelter  Funktionen  von  einer  und  von  mehreren  reellen  Veränderlichen.  Reihen- 
entwicklungen, unbestimmte  Formen,  Maxima  und  Minima.  Nebst  352  gelösten  Aufgaben, 
78  Figuren  und  230  Erklärungen.    Bearbeitet  nach  dem  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  Haas.    Preis:  M.  8.  — . 

do.  do.  DritterTeil:  Anw^endvmg  der  Differentialrechnung  auf  die  ebenen  Kurven. 

Nebst  425  gelösten  Aufgaben,  138  Erklärungen  und  164  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Prof   Dr.  Haas.    Preis  M.  7. — . 

Lehrbuch  der  Integralrechnung.  Erster  Teil.  Mit  einer  Sammlung  von  592  gelösten  Aufgaben. 
Für  das  Selbststudium,  zum  Gebrauch  an  Lehranstalten,  sowie  zum  Nachschlagen  von  Integrationsformeln 
und  -Regeln.  Bearbeitet  nach  eigenem  System  und  im  Anschluss  an  das  Lehrbuch  der  Differentialrechnung 
von  Adolph  Kleyer.    Preis:  M.  10.—. 

do.  do.  Zweiter  Teil:      Anw^endung    der    bestimmten    Integrale    auf    Quadratur, 

Rektifikation,  Komplanation  und  Kubatur,  sowie  auf  zahlreiche  gelöste  praktische  Aufgaben 
aus  der  Mechanik  und  Technik.  Mit  24ä  vollständig  gelösten  Aufgaben,  163  Figuren  und  137  Erklärungen, 
nebst  ausführlichem  Formelverzeichnis.  Zum  Selbststudium  und  zum  Gebrauch  an  Lehranstalten  bear- 
beitet von  Prof.  Dr.  August  Haas.    Preis:  M.  9.  — . 

Einfuhrung  in  die  Funktionentheorie.  Ergänzung  zu  den  Lehrbüchern  der  Differential-  und 
Integralrechnung.    Mit  23  in  den  Text  gedruckten  Figuien.    Von  Dr.  W.  Läska.    Preis:  M.  1.  50. 

Lehrbuch    der   Kombinatorik.     Ausführliche    Darstellung    der   Lehre    von    den    kombinatorischen 

Operationen  (Permutieren,  Kombinieren,  Variieren).  Mit  506  gelösten  und  analogen  ungelösten 
üebungsbeispielen  nebst  den  Resultaten  der  letzteren.  Nach  System  Kleyer  für  den  Unterricht  und  zum 
Selbststudium  bearbeitet  von  Prof.  H.  Staudacher.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Mit  308  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben, 
mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben,  68  Erklärungen  und  27  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  K.  J.  Bobek.    Preis :  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  sphärisch,  und  theoret.  Astronomie  und  der  mathematischen  Geographie. 

Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben. 
Mit  328  Erklärungen,  Formelverzeichnis,  148  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  2  Tafeln.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  W.  Läska.    Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  allgemeinen   Physik.    (Die  Gnmdbegrlflfe  und  Grundsätze  der   Physik.)     Mit 

549  Erklärungen,  83  in  den  Text  gednickten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Samm- 
lung von  120  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch   der  absoluten    Masse   und    Dimensionen   der   physikalischen   Grössen.      Mit 

352  Fragen,  545  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  561  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben  nebst  den 
Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.  Preis :  M.  6.  —  . 

Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper  (Geostatik).  Mit  291  Erklärungen  und  -PSO  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelverzeichnis  nebst  einer  Sammlung  von  359  gelösten 
and  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.  Preis:  M.  9.— . 

Lehrbuch  der  Dynamik  fester  Körper  (Geodynamik).  Mit  690  Erklärungen,  380  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  500  gelöstec 
und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  13.50. 

Lehrbuch  Über  die  Percusslon  oder  den  Stoss  fester  Körper.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer 

von  Richard  Klimpert.    Preis:  M  3.  — . 

Lehrbuch  der  Elasticität  und  Festigkeit.  Mit  212  Erklirnngen,  186  in  den  Text  gedruckten  Figuren 
und  einem  ausführlichen  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  167  gelösten  and  angelösten  ana- 
logen .Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  angelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Richard  Klimpert.    Preis :  M.  5. 50. 
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Lehrbuch  der  Statik  flüssiger  Körper  (Hydrostatik).  Mit  425  Erklärungen,  300  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  Formelverzeichnis ,  nebst  einer  Sammlung  von  W8  gelösten  und  analogen 
ungelösten  Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Bewegung  flüssiger  Körper  (Hydrodynamik).  Erster  Band;  Die  Beweg-ungs- 
erscheinung-en  flüssiger  Körper,  welche  aus  den  Boden-  und  Seitenwänden  von  Gefässen, 
sowie  durch  Röhrenleitungen  bei  konstanter  sow^ie  veränderlicher  Druckhöhe  fllessen. 
Mit  434  Erklärungen,  mehr  als  300  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst 
einer  Sammlung  von  220  gelösten  und  ungelösten  Aufgab.en,  und  den  Resultaten  der  letzteren.  Beai'b. 
nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  8.—. 

do.  do.  Zweiter  Band.    Erste  Hälfte:   Die  Bewegungserscheinungen  des  Wassers 

in  Kanälen  und  Flüssen ,  sowie  der  dabei  ausgeübte  Stoss  und  Widerstand.  Mit  282  Er- 
klärungen, mehr  als  150  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer 
Sammlung  von  134  gelösten  und  analogen  ungelösten  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  letzteren. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Band    Zweite  Hälfte:  Von  der  Anwendung  der  lebendigen  Kraft 

des  bewegten  Wassers  als  Motor  oder  Beweger.  Mit  203  P^rklärungen,  88  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  30  gelösten  und  analogen  ungelösteu 
Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.  Preis :  M.  3. 50. 

Lehrbuch  über  das  spezifische  Gewicht  fester,  flüssiger  und  gasförmiger  Körper. 
Mit  55  gelösten  und  analogen  ungelösten  Aufgaben,  nebst  den  Resultaten  der  letzteren  und  28  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.    Preis :  M.  2.  — . 

Lehrbuch  des  Magnetismus  und  des  Erdmagnetismus.  Nebst  einer  Samml.  von  gelösten  u.  un- 
gelösten Aufgaben  erläutert  durch  189  in  den  Text  gedr.  Fig.  u.  10  Karten.  Von  Ad.  Kleyer.  Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Reibungselektricität  (Friktions-Elektricität,  statischen  oder  ruhenden  Elek- 
tricität).  Erläutert  durch  860  Erklärungen  und  273  in  den  Text  gedruckte  Figuren,  nebst  einer  Samm- 
lung gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis :  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  Kontaktelektricität  (Galvanismus).  Nebst  einer  Sammlung  von  gelösten  und  unge- 
lösten Aufgaben.  Mit  731  Erklärungen,  238  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Elektrodynamik.  Erster  Teil.  Mit  105  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May.   Preis:  M.  3.  — . 

Lehrbuch  des  Elektromagnetismus.  Mit  302  Erklärungen,  152  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und 
einem  ausfuhrlichen  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May  und  Adolf  Krebs.    Preis:  M.  4.50. 

Lehrbuch  der  induktionselektricität  und  ihrer  Anwendungen  (Elemente  der  Elektrotechnik). 
Mit  432  Erklärungen  und  213  in  den  Text  gedinickten  Figurefr,  nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Adolf  Krebs.    Preis:  M.  6. — . 

Lehrbuch  der  angewandten  Potentialtheorie.  Mit  588  Erklärungen  und  47  in  den  Text  gedruckten 
Figuren ,  nebst  einer  Sammlung  von  erläuternden  Beispielen  und  üebungsaufgaben.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  reinen  und  technischen  Chemie.  Anorganische  Experimental-Chemie.  Erster 
Band:  Die  Metalloide.  Mit  2208  Erklärungen,  332  Experimenten  und  366  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Wilh.  Steffen.    Preis:  M.  16.—. 

do.  do.  Anorganische  Experimental-Chemie.  Zweiter  Band:  Die  Metalle.  Mit  573  Er- 

klärungen, 174  Experimenten  und  33  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
W.  Steffen.    Preis:  M.  16.  — . 

Im  gleichen  Verlag  sind  ferner  erschienen: 

Vierstellige  logarithmische  Tafeln  der  natürlichen  und  trigonometrischen  Zahlen  nebst  den  erforder- 
lichen Hilf  Stabellen.  Für  den  Schulgebrauch  und  die  allgemeine  Praxis  bearbeitet  von  E.  R.  Müller. 
Preis:  kartoniert  60  Pfg. 

Das  Zeichnen  der  Stereometrie.  Als  Vorschule  zur  darstellenden  Geometrie  und  zum  Fachzeichnen 
für  Lehranstalten  sowie  zum  Selbstuntemcht.    28  Tafeln  mit  Text.    Von  Prof.  A.  Brude.    Preis  :  M.  6.  — , 

Vorlegeblätter  für  den  Unterricht  im  Linear-  und  Projektionszeichnen,  zum  Gebrauche 
an  Realschulen ,  höheren  Bürgerschulen ,  gewerblichen  Fortbildungsschulen ,  Gewerbe-  und  Handwei-ker- 
schulen  u.  s.  w.  12  Tafeln  mit  erläuterndem  Text.  Entworfen  und  gezeichnet  von  J.  Vonderlinn, 
Ingenieur,  Lehrer  an  der  Kgl.  Oberreal-  und  Baugewerkschule,  sowie  an  der  Sonntags-  und  Abendschule 
lür  Handwerker  zu  Breslau.    Preis :  In  Mappe  M.  5. 50. 

Darstellende  (xeometrie  für  Bauliandwerker.  Erster  Teil:  Geometrische  Konstruktionen, 
Elemente  der  Projektionsiehre,  Konstruktion  der  Durclidringungen  zwischen  Ebenen  und  Körpern, 
rechtwinklige  und  schiefwinklige  Axonometrie,  einfache  Dachausmittelungen,  zum  Gebrauche  an 
Baugewerkschulen  und  ähnlichen  Lehranstalten  ,  sowie  zum  Selbstunterricht  für  Bauhandwerker.  Mit 
258  Figuren.    Bearbeitet  von  J.  Vonderlinn.    Preis:  broschiert  M.  3  — .,  gebunden  M.  3.30. 

do.  do.  Zweiter  Teil:     Schattenlehre,    Verteilung    des   Lichtes    auf   der    Oberfläche 

eines  Körpers,  Schiftung  bei  Dächern,  Windschiefe  Dächer,  Darstellung  eines  TreppenkrUmmiings, 
Steinschnitt,  Centralperspektive.  Anhang:  Bildliche  Darstellung  der  Beleuchtung  auf  Körpern. 
Zum  Gebrauche  an  Baugewerkschulen  und  ähnlichen  technischen  Lehranstalten ,  sowie  zum  Selbst- 
untemcht für  Bauhandwerker.    Mit  217  Fig.    Bearbeitet  von  J.  Vonderlinn.   Preis:  M.  3.  — .,  geb.  M.  3.  30. 

Statik  flir  Banhandwerker.  Ein  Lehrbuch  für  den  Unterricht  an  Baugewerkschulen,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht. Mit  141  Uebung.saufgaben  und  324  Figuren ,  nebst  einem  Anhang  von  Tabellen.  Bear- 
beitet von  J.  Vonderlinn,  staatlich  geprüfter  Ingenieur.    Preis:  M.  3.  — .,  geb.  M.  3.  30. 

Die  Nautik  in  elementarer  Behandlung.  Einführung  in  die  SchilTahrtkunde.  Zur  För- 
derung des  Verständnisses  der  Schiffahrt  in  weiteren  Kreisen,  sowie  zum  Unterricht  an  Lehranstalten. 
Mit  vollständig  gelösten  Beispielen  und  analogen  ungelösten  Aufgaben  aus  der  Nautik ,  nebst  zahl- 
reichen Figuren.  Von  Dr.  F.  Bolte,  Oberlehrer  an  der  Navigationschule  in  Hamburg.  Preis :  broschiert 
ca.  M.  5.  — .    ^f^  Unter  der  Presse,  "^^iffi 
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